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内 容 握 要 


本 书 第 上 版 于 2000 年 由 高 等 教育 出 版 社 和 施 车 林 格 出 版 社 出 版 ,经 过 修改 于 2003 年 再 版 ,反响 良好 ,被 多 


所 学 校 数学 建 模 与 数学 实验 许 程 或 大 学 生 数 学 建 列 竞赛 辅导 作为 教材 选用 。 


本 书 集 应 用 数学 知识 ,数学 建 模 和 数学 实验 为 一 体 , 注 重 数学 建 柜 思想 介绍 .重视 数学 软件 在 实际 中 的 应 
用 ,在 这 次 桥 订 中 增加 了 习题 答案 , 收 改 了 第 3 章 的 线性 夫 和 划 的 内 容 , 并 增加 了 ].INGD 解 线 性 规划 内 容 。 第 3 
版 同样 附 上 了 教学 光盘 ,光盘 中 包含 本 书 的 全 部 源 程 序 和 课堂 教学 的 PowerPoint 幻灯 片 。 

本 书 可 作为 理工 科 院 校本 科 数 学 建 模 .数学 实验 课程 的 教材 ,也 可 作为 数 党 建 模 亮 赛 的 霹 垢 书 。 
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第 3 版 前 言 


本 书 第 1 版 于 2000 年 由 高 等 教育 出 版 社 和 施 普 宁 格 出 版 社 出 版 。 第 2 版 于 2003 年 出 版 。 
现在 第 3 版 在 第 2 版 的 基础 上 作 了 以 下 改进 : 

第 一 ,根据 教 尝 的 实际 需要 ,给 出 了 每 章 后 面 的 习题 答案 ; 

第 二 , 偿 改 了 第 3 章 线 性 规划 的 内 容 , 并 增加 了 LINGO 解 线 性 规划 ， 

第 三 ,修改 并 丰 定 了 部 分 例子 ,使 内 容 更 丰 窗 。 

第 3 版 同 社 附 上 了 教学 光 查 , 光 查 中 包含 本 书 的 全 部 源 程 序 和 课堂 教学 的 PowerPoint 幻灯 
片 。 教 师 可 直接 用 于 课堂 数学 ,对 学 生 课外 自学 和 复习 也 大 有 帮助 。 每 章 后 面 的 习题 答案 可 以 
帮助 教师 和 学 生 。 

本 书 编写 的 具体 分 工 如 下: 赵 静 所 号 第 1.11.13.15.17 章 及 全 书 MATLAB 编程 ;但 琦 撰写 
第 9.10 阐 ; 严 尚 安 撰写 第 16 章 ; 杨 秀文 撰写 第 12.14 章 ; 匡 松林 ,. 菏 银 华 撰写 第 3 章 ; 剑 建 民 摧 
写 第 4.7 章 ; 付 诗 禄 撰写 第 5.6.1I8 章 ; 痢 继 宏 朱 写 第 8 章 ; 赵 静 、 但 琦 上 共 间 授 写 第 2 章 。 但 琦 完 
上 成 第 1.2.9 .10 章 的 习题 营 案 , 吴 松 宁 完 成 第 3.15.16.17 章 的 习 种 答案 , 杨 秀 文 完成 第 11.,12、 
13 .14 章 的 习题 答案 , 余 建 民 完 成 第 4、7 章 的 习题 答案 , 付 诗 禄 完成 第 5.6、18 章 的 习题 管 案 , 莘 
继 宏 完成 第 8 章 的 习题 答案 。 本 书 光 盘 由 赵 静 、 杨 秀文 、 付 诗 禄 、 吴 松林 共同 编写。 但 琦 负责 第 
3 版 的 统 稿 和 协调 。 赵 静 . 严 尚 安 负 责 全 书 质 量 把 关 ; 但 琦 . 杨 秀 文 负责 组 织 协 调 工作 。 

本 书 直 重庆 交通 大 学 汪 达 成 教授 担任 主 审 。 数 学 教研 室 许多 提 志 提出 了 宝贵 的 意见 ,在 此 
深 表 谢意 。 

本 蔬 可 作为 工科 院 校 本 科 数 学 建 模 课 , 数 学 实验 课 或 数学 建 模 竟 赛 培训 的 教材 ,也 可 作为 应 
用 数学 知识 方面 的 参考 书 。 


编 者 


2007 年 6 月 
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第 2 版 厅 


一 提起 数学 ,人 们 首先 想到 的 是 它 的 抽象 和 难 慌 , 以 及 它 的 严密 的 推理 和 证 明 。 折 息 的 悍 
论 ,固然 是 数学 的 一 个 重要 方面 ;但 不 可 否认 的 是 ,数学 还 育 另 一 个 重要 方面 , 那 就 是 其 广泛 的 应 
用 性 。 数 学 从 一 开始 就 是 为 了 实际 运用 的 需要 而 产生 的 ,数学 的 很 多 重大 发 现 (比如 微 积分 } 是 
上 顺应 实际 运用 的 需要 而 出 现 的 。 当 然 , 也 家 大 量 的 数学 成 果 是 来 源 于 解决 数学 让 身 提 出 的 问题 
的 努力 ,这 些 成 果 也 许 不 能 立即 转化 成 生产 力 , 应 用 于 当时 社会 实际 ,但 有 可 能 多 年 以 后 发 现 它 
们 有 很 大 的 实际 效用 。 随 着 社会 的 发 展 . 科 学 技术 的 更 新 ,数学 的 应 用 越 求 越 广泛 。 特 别 是 计算 
机 技术 的 飞速 发 展 和 广泛 应 用 ,更 促使 了 数学 的 越 来 越 广泛 深入 的 应 用 。 在 这 样 的 形势 下 ,学 校 
的 数学 教育 ,就 不 能 还 是 按照 传统 的 模式 ,教师 人 靠 粉 笔 和 黑板 传授 知识 ,学 生 知 纸 和 第 学 习 知 识 。 
数学 教学 要 联系 实际 应 用 ,要 与 计算 机 结 仓 起 来 ,学 生 不 只 靠 听 课 和 看 书 接受 数学 知识 ,而 且 要 
自己 动手 ,借助 于 计算 机 ,尝试 数学 的 应 用 ,以 便 在 毕业 之 后 能 更 快 更 好 地 适应 社会 的 需要 。 数 
学 建 模 和 数学 实验 课程 的 开设 ,数学 建 模 竞赛 活动 的 开展 ,也 就 适应 这 一 社会 需求 应 运 耐 生 了 。 

数学 怎样 用 来 解决 实际 问题 ? 首先 车 要 用 数学 的 语言 来 描述 实际 问题 ,将 它 变 成 一 个 数学 
问题 ,利用 现成 的 数学 工具 或 发 展 新 的 数学 工具 来 加 以 解决 。 将 实际 问题 变 成 数学 问题 的 这 个 
过 程 , 就 是 数学 建 模 。 实 际 上 ,从 数学 一 开始 产生 ,就 是 不 断 在 进行 数学 建 模 。 但 是 ,即使 在 十 年 
以 前 ,数学 建 模 这 个 词 对 于 大 多 数 大 学 生 其 至 大 学 教师 来 说 还 是 陌生 的 ,感觉 遂 远 的 。 那 时 我 国 
还 只 有 少数 大 学 在 尝试 开设 数学 模型 课 ,开始 参加 美国 的 大 学 生 数 学 建 模 竟 赛 。 只 经 过 了 短 旦 
十 年 ,数学 建 模 竞赛 已 经 在 全 国 各 高 校 广泛 开展 起 来 ,声势 浩大 ,数学 建 模 也 随 之 而 广为人知 。 
当然 , 竟 赛 只 是 一 种 手段 ,一 种 形式 ,而 不 是 目的 。 但 正 是 带 过 这 种 手段 和 形式 ,一 批 又 一 批 大 学 
生 受 到 了 培养 和 锻炼 ,他 们 体验 了 建立 数学 模型 解决 实际 问题 的 全 过 程 ,体验 了 合作 ,体验 了 他 
造 的 艰苦 和 欢乐 ,体验 了 如 何 使 用 计算 机 为 解决 问题 服务 ,体验 了 如 何 将 自己 的 成 果 写 成 论文 只 
有 利于 获得 承认 和 采纳 ,等 每。 参加 过 竞赛 的 学 生 普 速 感到 ,得 到 的 收获 远 不 是 一 张 奖 状 所 能 未 
达 的 。 而 当 他 们 进入 社会 之 后 ,竞赛 的 效果 更 加 显现 出 来 ,参加 竞赛 的 经 验 对 于 他 们 透 点 社会 的 
需要 起 到 了 巨大 的 作用 。 我 们 反对 应 试 教育 而 提倡 素质 教育 。 数 学 建 模 竞赛 也 是 在 ”应试 ”, 介 
这 样 的 “应 试 ”所 产生 的 效果 ,至 少 在 目前 看 来 ,是 大 大 有 利于 学 生 素 质 的 培养 和 提高 的 。 这 说 
明 ,问题 不 在 于 是 不 是 有 考试 这 个 指挥 棒 , 而 在 于 这 个 指挥 棒 指 向 何方 。 除 了 对 学 生 的 锻 烘 和 芒 
养 外 ,通过 数学 建 模 竞赛 ,在 全 国 各 高 校 还 都 形成 了 一 支教 练 队伍 ,他 们 成 为 推动 数学 走向 应 用 
的 一 支 生 力 军 。 本 书 的 作者 们 就 是 这 样 , 他 们 是 后 勤 工 程 学 院 的 一 批 年 轻 教员 ,他 们 开设 数学 建 
崔 课 程 ,从 1994 年 起 开始 带领 本 校 学 生 参 加 全 国 天 学 生 数 学 建 模 竞赛 ,并 取得 了 优异 的 成 绩 。 
他 们 既 培 养 了 学 生 , 也 提高 了 自己 ,在 数学 教育 和 应 用 方 而 积累 了 丰富 的 经 验 。 本 书 就 是 这 一 经 
验 的 结 嘱 。 本 书 的 前 身 是 数学 建 横 与 数学 实验 讲义 ,1997 年 由 后 勤 工 程 学 院 出 版 ,沿用 至 今 , 葡 
果 腿 好 。 经 过 进一步 修改 加 工 戌 为 本 上 书 。 

本 书 的 题目 是 “数学 建 异 与 数学 实验 ”。 数 学 实验 是 近 几 年 才 在 我 国 大 学 中 开设 的 一 门 课 
程 , 对 于 它 的 宗旨 和 具体 做 法 ,大 家 都 处 于 摸索 阶段 ,还 没有 形成 一 个 统一 的 模式 。 我 以 为 ,不 频 
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- 卫 ， 党 2 跌 序 


当 这 早 形 成 统一 的 模式 , 面 应 当 鼓 励 各 种 不 同和 模式 渤 行 试点 和 探索 。 但 大 体 统 一 的 是 ;数学 实验 
嗓 然 是 实验 ,就 不 应 当 以 老师 传授 知识 为 主 ,而 应 当 以 学 生 自 己 动手 为 主 。 还 有 一 点 ,数学 实验 
的 主要 实验 “仪器 "是 计算 机 ,数学 实验 就 是 要 让 学 生 利用 计算 机 来 学 习 和 应 用 数学 知识 。 本 书 
的 特点 是 将 数学 知识 、 数 学 实验 与 数学 建 模 结 合 起 来 ,在 数学 实验 中 强调 如 何 利用 计算 机 及 其 软 
忻 来 求解 数学 模型 。 书 中 蹄 简要 介绍 一 些 最 常用 的 解决 实际 问题 的 应 用 数字 知识 ,又 联 系 实 例 
介绍 应 用 相应 的 数学 知识 建立 数学 模型 ,并 用 合适 的 数学 软件 包 ( 主 要 是 MATLAB 软件 亿 ) 流 行 
求解 。 在 大 多 数 章 的 最 后 一 前 ,结合 相应 知识 和 软件 忆 介 绍 一 个 大 型 的 .综合 的 数字 建 模 案例 ， 
这 些 案例 主要 取材 干 最 近 几 年 全 国 大 学生 数 学 建 找 亮 赛 题 。 这 样 的 选材 和 组 织 , 使 本 书 很 实用 ， 
既 适 用 于 作为 工科 院 校 数学 建 模 课 、 数 学 实验 课 和 数学 建 模 况 赛 培训 教材 ,也 可 作为 应 用 数学 知 
识 及 软件 使 用 方面 的 易于 入 门 的 参考 书 。 


李 尚 志 
中 国 科学 技术 大 学 数学 系 
2003 年 4 月 
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第 2 有 艇 表 言 


在 面 问 21 世纪 的 工科 数学 教学 改革 中 ,许多 融入 对 工科 数学 的 教学 内 容 和 课程 体系 进行 了 
一 系列 的 羽 单 党 斌 ,并 开设 了 数学 建 模 或 数学 实验 课程 。 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 活动 也 开展 
了 多 年 。 随 着 改革 的 深入 ,数学 实验 课程 的 重要 性 日 赣 显 著 。 在 全 国 痪 等 学 校 工 科 数 学 课程 指 
导 委 员 会 的 关于 工科 数学 系 询 课程 教学 改革 的 建议 中 ,指出 微 积 分 .几何 与 代数 ,概率 与 统计 、 数 
学 实验 是 21 忆 纪 高 级 人 才 应 该 普遍 具备 的 数学 基础 。 

数学 实验 就 是 运用 现代 计算 机 技术 和 软件 包 汶 进行 数学 模型 的 求解 。 数 学 实验 课 应 该 是 数 
学 建 模 教学 过 程 中 必 不 可 少 的 一 个 实践 性 环节 ,开设 数学 实验 课 是 工科 数学 教学 改革 的 进一步 
深入 和 死 续 ,对 于 推进 高 等 院 核 数学 课程 教学 内 容 和 课程 体系 的 改革 ,培养 学 生 具 有 解 关 实际 间 
题 的 能 为 和 创造 精神 , 均 会 起 到 积极 的 作用 。 

本 上 书 集 应 用 数学 知识 、 数 笛 建 槛 和 数学 实验 为 一 体 。 既 简要 介绍 一 些 最 常用 的 解决 实际 问 
题 的 和 让 用 数学 知识 ,又 联系 实例 介绍 应 用 相应 的 数学 知识 建立 数学 模型 ,并 几 侣 适 的 数学 软件 包 
(本 书 主要 用 MATLAB 软件 包 } 来 求解 寞 型 。 在 大 多 数 章 的 最 后 一 节 ，, 结 舍 相 应 知识 和 软件 包 介 
绍 一 个 大 型 的 数学 苇 模 案例 ,这 些 案 例 主 要 取材 于 最 近 几 年 全 国 太 和 学生 数学 建 模 范 赛 题 。 与 其 
他 数学 建 懂 教材 和 数学 实验 课 教 材 相 比 ,本 教材 更 注重 应 用 数学 知识 以 及 软 性 的 使 用 。 

本 书 的 作者 均 是 后 勤 工 程 学院 数 学 建 模 教练 ,他 们 从 1994 年 开始 带领 学 生 和 参加 全 国 大 学 生 
数学 建 找 竞赛 ,取得 了 优盘 的 上 成绩 ,积累 了 丰富 的 经 验 。 将 这 些 年 来 在 数学 建 模 培训 中 的 讲 稀 径 
过 不 断 的 补充 和 完善 ,编写 成 了 讲义 数学 建 找 与 数学 实验 3, 自 1997 年 在 后 勤 工 程 学 附和 重庆 
市 一 些 高 校 陆 续 使 用 ,教练 员 和 和 党 生 友 上 映 展 好 ,并 且 在 数学 建构 培训 中 起 到 了 很 好 的 作用 。 本 书 
第 1 版 是 在 原 讲 义 的 基础 上 进一步 修改 而 成 ,于 2000 年 由 遍 等 教育 出 版 社 和 施 普 林 格 出 版 社 出 
版 。 现 在 的 第 2 版 在 第 1 版 的 基础 上 作 了 以 下 改进 : 

第 一 ,根据 教学 的 实际 需要 ,增加 了 两 章 内 容 ( 即 第 ] 章 一 一 数学 建 模 简 人 外 和 第 2 章 一 一 
MATLAB 入门); 

第 二 ,第 1 版 使 用 网 是 MATLAB 5.3 版 ,第 2 版 采用 了 最 新 的 MATLAB 6.3 版 。6.3 版 的 功 
能 更 强大 ,使 用 更 方便 ,万 其 是 其 优化 工具 逢 有 很 大 的 改进 ; 

第 三 ,补充 了 例子 ,使 内 容 更 丰富 ; 

第 四 ,第 2 版 附 上 了 孝 学 光 夫 , 光 拟 中 岂 含 本 书 的 全 部 源 程 序 和 各 矣 用 于 课堂 教学 的 Power- 
Point 杂 灯 片 。 教 师 可 直接 用 于 谋 堂 教学 ,对 学 生 课 外 自学 和 复习 也 太 有 帮助 。 

本 书 编写 的 具体 分 工 如 下 : 赵 静 把 写 第 1.11.13.1S .17 章 及 全 书 MATLAB 编程 ;但 琦 所 写 
第 9.10 章 ;: 严 尚 安 撰写 第 16 章 ; 杨 秀文 搂 写 第 12 .4 章 ; 着 银 华 撰写 第 3 章 ; 余 建 民 抽 写 第 4.7 
章 ; 付 诗 祁 撰写 第 5.6.、18 章 ; 菏 继 宏 撰写 第 8 章 ; 赵 甫 .但 珂 共同 撰写 第 2 章 。 本 书 所 附 教 竺 光 
盘 由 赵 静 、 杨 秀文 . 付 诗 禄 共同 研制 , 余 文 侍 . 吴 松 林 也 做 了 部 分 工作 。 赵 静 、 严 尚 实 负责 全 书 早 
荆 把 关 ; 但 琦 、 杨 秀文 负责 组 织 协调 工作 。 

本 书 册 重庆 交通 学 院 汪 达成 副 数 授 担 任 主 审 。 后勤 工 程 学 院 马 凡 柯 副教授 、 数 学 教研 室 许 
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1.1 关于 数学 建 模 


所 谓 数学 模型 ,是 关于 部 分 现实 世界 为 一 定 目的 而 作 的 抽象 .简化 的 数学 结构 . 简 译 之 ,数学 
模型 是 用 数学 术语 对 部 分 现实 世界 的 描述 . 

数学 建 煤 就 是 构造 数学 模型 的 过 程 , 即 用 数学 的 语 育 公式 . 符 导 图 表 等 刻下 和 描述 一 
个 实际 问题 ,然后 经 过 数学 的 处 理 一 一 计算 .迭代 等 得 到 定量 的 结果 ,以 供 人 们 作 分 析 .预报 . 决 
策 和 控制 . 

在 对 实际 问题 建立 数学 模型 时 ,需要 解决 的 回 吓 往往 涉 友 众多 的 因素 ,这 了 诺 需 要 作 清 问题 的 
主要 因素 和 次 过 因 素 , 怡 当地 抛弃 次 要 因 聂 ,提出 合理 的 假设 ,建立 相应 的 数学 模型 ,并 用 相应 的 
数学 方法 (或 现 有 软件 } 求解 模型 ,然后 将 所 得 的 解 与 实际 问题 作 比 较 , 捞 出 存在 的 孝 距 和 和 上 原因， 
对 问题 作 进一步 的 分 析 ,提出 新 的 假设 ,逐步 修改 完善 模型 ,使 本题 得 到 草 好 的 解决 . 

上 述 数 学 建 模 过 程 可 用 流程 图 表述 如 下 : 


数学 建 模 是 一 个 实践 性 很 强 的 学 科 , 它 具有 以 下 特 戌 : 

1. 涉及 广泛 的 应 用 领域 ,如 物理 学 、 力 学. 工程 学 .生物 学 、 医 学 、 经 济 学 ,军事 学 ,体育 运动 
学 等 . 而 不 少 完全 不 同 的 实际 问题 ,在 一 定 的 简化 层次 下 .它们 的 模型 是 相同 或 相似 的 . 这 怠 要 求 
我 们 培养 广泛 的 兴趣 ,拓宽 知识 面 ,从 而 发 展 联想 能 力 , 通 过 对 各 种 问题 的 分 析 、 研 究 .比较 ,逐步 
达到 触 类 旁 通 的 盛 界 . 

2. 需要 灵活 运用 各 种 数学 知识 . 在 数学 建 模 过 程 中 ,数学 始终 是 我 们 主要 的 工具 . 要 根据 实 
际 问题 的 需要 ,灵活 运用 各 种 数学 知识 如 微分 方程 .运筹 学 .概率 统计 .图 论 .层次 分 析 . 变 分 法 
等 ,去 描述 和 解决 实际 问题 . 这 要 求 我 们 既 要 加 深 数 党 知识 的 学 习 , 更 要 培养 应 用 已 学 到 的 数学 
方法 和 和 思想 进行 综合 应 用 和 分 析 ,进行 合理 的 抽象 及 简化 的 能 力 ， 

3. 需要 各 种 技术 于 段 的 配合 ,如 查阅 各 种 文献 资料 ,使 用 计算 机 和 和 各 种 数学 软件 包 等 ， 

4， 建立 一 个 数学 模型 与 求解 一 道 数学 题目 有 极 关 的 差别 . 求解 数学 题目 往往 有 唯一 正确 的 
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答案 ,而 数学 建 模 没 有 唯一 正确 的 答 守 , 对 间 一 个 实际 问题 可 能 建立 起 者 干 不 同 的 模型 ,模型 无 
所 请 “对” 与“^ 错 ” ,评价 模 增 优 和 劣 的 唯一 标准 是 实 帕 . 

5， 建立 的 数学 模型 与 建 模 的 目的 有 关 . 对 同一 个 实际 对 象 , 建 模 目 的 之 不 同 导 华 建 模 的 侧 
重点 和 出 发 尽 也 不 同 . 

因此 ,对 一 个 实际 问题 而 言 ,数学 建 模 没有 确定 的 模式 , 它 与 向 题 的 性 质 、 建 模 目 的 、 建 模 者 
自身 的 数学 素质 有 关 ,甚至 还 与 建 模 者 的 灵性 有 关 . 经 验 .想象 力 .洞察 力 ,判断 及 直觉 .灵感 在 建 
模 过 程 中 起 着 与 数学 知识 同样 重要 的 作用 . 数学 建 模 是 一 门 科学 , 它 更 是 一 门 艺 术 . 要 成 为 一 洛 
出 色 的 艺术 家 ,需要 大 量 的 观摩 和 前 辈 的 指导 ,更 需要 亲身 的 实践 . 同样 ,要 掌握 数学 建 模 这 门 艺 
术 , 既 要 学 习 ,分析 .评价 .改进 别人 做 过 的 模型 ,更 要 亲自 动手 ,认真 做 一 些 实际 题 日 ， 


1.2 数学 建 模 实 例 : 人 口 预报 问题 


这 里 介绍 一 个 建立 人 口 也 报 数学 模 增 的 实例 ,希望 读者 从 中 体会 数学 建 模 的 过 程 . 

1， 问 题 

入口 问 题 是 当 音 世界 上 人 人 和 们 最 关心 的 问题 之 一 . 认识 入 号 数量 的 变化 规律 ,作出 较 准 确 有 的 预 
报 , 是 有 效 控 制 人 口 增长 的 前 提 . 下面 介绍 两 个 最 基本 的 人 口 模型 ,并 利用 表 1 -1 工 给 出 的 近 了 两 百 
年 的 美国 人 人 量 统 计数 据 , 对 模型 做 出 检验 ,最 后 用 它 预 报 2000 年 .2010 年 的 美国 入 口 ， 


胡 1-1 美国 人 口 统计 数据 


930 1950 1910 1980 


2， 指 数 增长 模型 { 马尔 萨 斯 人 口 模型 ) 
此 模型 由 英国 人 口 学 家 马尔 萨 斯 (Malthus ,1766 一 1834) 于 1798 年 提出 . 
(1) 假设 :人 大口 增长 率 r 是 常数 (或 单位 时 间 内 人 口 的 增长 昌 与 当时 的 大口 成 正比 ) 
(2) 建立 模型 : 记 时 刻 t = 0 时 大口 数 为 ,时 鹿 1 的 大 口 为 x( 丰 ,由 于 量 大 ,x(t) 可 视 为 连 
续 可 微 隐 数 .1 到 t+ At 时间 段 内 人 口 的 增 量 为 
Tt + At) — xCL) _ 


年 (公元 ) 

人 口 ( 昌 上 帮 ) 

年 {公元 ) 
大 口 ( 折 万) 
年 (全 元 


大 口 [ 百 万 ) 


1990 


于 是 *( 昌 满 中 微分 方程 


dt (1) 


(3) 模型 求解 : 解 微 分 方程 (1) ,得 
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ELE) SB {2) 

胡 明 :1 一 时 ,x wr > 0). 

(4) 模型 的 参数 估计 : 

要 用 模型 的 结果 {2) 来 预报 人 口 ,此 须 对 其 中 的 参数 "进行 估计 ,这 可 以 用 表 1 -1 的 数据 通 
过 氮 合 得 到 , 拟 合 的 具体 方法 名 本 书 第 16 章 或 第 18 章 ， 

通过 表 中 1790 一 1990 年 的 数据 拟 合 得 :r = 0. 307. 

(5) 模型 检验 : 

和 将 x。 = 3.9,r = 0.307 代 大 公式 (2) , 求 出 用 指数 增长 模型 预测 的 1810 一 1920 年 的 人 口 数 ， 
见 表 1 -2， 


表 1 -2 美国 实际 人 口 与 按 指 数 增长 模型 计算 的 人 口 比较 


年 指数 增长 模型 
(公元 ) 预测 人 口 ( 百 万 ) 误差 (% ) 

i790 

1800 

攻心 1. 才 
四 1820 4.2 

1830 各. 了 
四 1340 由 .4 
| 1 85 10. 3 

LROU 10. # 
| 1870 23. 遇 

1880 30), 2 20, 急 

1890 | £2.9 42., 4 

1900 760 61. 2 
| 1910 .0 B82.1 

1920 106. 5 229.3 4113. 3 


从 表 1 -2 可 看 出 ,1810 一 1870 年 间 的 预测 人 [1 数 与 实际 人 口 数 易 侣 较 好 ,但 1880 年 以 后 的 
误差 越 来 越 大 . 

分 析 原 因 ,该 模型 的 结果 说 明 人 人 口 将 以 指数 规律 无 限 增 长 . 而 事实 十, 随 着 上 信人 口 的 增加 ,自然 
资源 .环境 条 件 等 因素 对 人 口 增长 的 限制 作用 越 来 越 显 著 . 如 果 当 人 口 较 少 时 人 口 的 自然 增长 率 
可 以 看 作 常 数 的 话 , 那 么 当 人 已 增 却 到 一 定数 量 议 后 ,这 个 增 兵 率 就 要 随 着 人 人 品 增 加 而 减少 ,于 
是 应 该 对 指数 二 长 模型 关于 人 人 口 说 增长 率 是 常数 的 假设 进行 修 攻 .下 面 的 模型 是 在 修改 的 模型 
中 较 著 名 的 一 个 . 

3， 阻 滞 增 长 杰 型 (logistic 模型 ) 

(1) 假设 : 

(a) 人 口 增长 窑 7 为 人 口 *{1) 的 函数 r(x)( 减 泪 数 ) ,最 简单 地 可 假定 rtx) = rTr~sx,r,s > 
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ER 


0《{ 线 性 函数 ) ,r 叫做 区 有 增长 率 . 
(b) 自然 资源 和 环 卉 条 件 年 容纳 的 最 大 人 日 容量 为 z。。 
(2) 建立 模型 


当 x = xu 时 ,增长 率 应 为 0, 即 r(x。) = 0, 于 是 s = 一 ,代入 r(x) = 了 -站 ,得 


r(x) = "(1 -过 | (3) 
将 (3) 式 代 入 (1) 式 得 
dz = ril -二 1x 
异型 ; | ; {4) 
x(0) = 人 
(3) 模型 的 求解 : 
解 方程 (4), 得 
(1) = 一 (5) 


根据 方程 (4) 作出 党 - * 出 线 图 , 见 图 1 - 1, 由 该 图 可 看 出 入口 增长 率 随 入 口 数 的 次 化 规 
律 . 根据 结果 (5) 作出 * -上 曲线 , 见 图 1 - 2 ,出 该 图 可 看 出 人 口 数 随时 间 的 变化 规律 


Xm Tm * 
2 


图 1 -1 空 x 车 线 图 


图 1 -2 x -tt 章 线 图 


(4) 模型 的 参数 估计 : 
利用 表 1 -1 中 1790 一 1990 年 的 数据 对 r 和 > 拟 合 得 :r = 0.207 2，xrw = 464. 
(5) 模型 检验 : 


将 = 0.207 2, x = 464 代入 公式 (5) , 求 出 用 指数 增长 模型 预测 的 1800 一 1990 年 的 人 日 
数 , 见 表 1! -3 种 3 了 .4 列 ， 
也 可 将 方程 (4) 离散 化 ,得 


YE 二 上) = (0) + hz = #2) + 中 1 -stn), 上 二 人 12，…- (6) 


用 公式 (61 预测 1800 一 1990 年 的 人 口 数 , 结 果 见 表 1 -3 第 5.6 到 . 
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1.3 ”数学 建 模 论 区 的 撰写 方法 ‘5. 


可 1 -3 美国 实际 人 口 与 按 阻 清 增 长 模型 计算 的 人 口 比较 


阻 漆 增 长 模型 
eat 公式 (5) 公式 (6) 
(公元 ) ( 百 万 ) 

1790 | 

1800 0. 264 2 

1810 0. 096 2 

1820 3.681 0 0. 095 7 

1830 11. 415 3 D.115 1 

L840 15. 123 2 Ou56 
1850 19.8197 0.1457 

1860 26. 522 8 0. 155 3 

1870 0. 081 5 

1820 0.1328 

1890 56. 188 4 0.1067 

1900 61459 0.077 0 

1910 0.079 0 

1920 0. 037 9 

1930 . . 291 ， 0, 034 5 

1950 132. 075 9 148. 797 8 0.012 6 

1960 0.093 8 179. 276 5 0.050 3 

1980 226. 5 245. 912 7 0. 004 7 

1990 251.4 302. 528 8 0. 203 4 0. 003 8 


《6) 模型 应 用 ; 
现 应 用 该 模型 预测 人 口 . 用 表 1 -1 中 1790 一 1990 年 的 全 部 数据 重新 估计 参数 ,可 得 
r = 0. 208 3,z，= 457.6. 用 公式 (6) 作 现 测 得 ; 
(2000) = 275, x(2010) = 297.9 
也 调用 公式 (5) 进行 观测 、 


1.3 数学 建 模 论 义 的 搂 写 方法 


当 参 加 数学 建 模 竞赛 时 ,竞赛 论文 是 评价 小 组 建 模 工 作 的 唯一 依据 . 而 竞赛 要 求 在 三 天 时 间 
内 完成 建 模 的 所 有 工作 ,包括 论文 写作 . 因此 论文 写作 的 时 呵 是 非常 紧迫 的 ,在 移 前 有 意识 地 进 
行 论文 写作 的 训练 是 非常 必要 的 ,一 方面 可 增强 良好 的 掌握 时 间 节 奏 前 能 力 ; 嚼 一 方面 也 可 以 熟 
巧 建 模 论 文 各 部 分 内 容 的 扎 作 方法 . 
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在 写作 沦 文 时 , 建 模 小 组 的 各 成 员 应 齐心 协力 , 既 要 各 司 其 职 ,又 要 通力 合作. 要 做 到 这 一 
点 ,必须 将 整个 建 模 工作 加 以 分 解 , 理 清 各 部 分 工作 的 并 行 或 先后 顺序 关系 以 及 在 整个 工作 中 的 
地 位 和 作用 . 负责 各 部 分 工作 的 成 员 , 应 将 晶 己 的 工作 完整 地 记录 下 来 . 小 组 内 应 有 一 个 主笔 人 ， 
负责 对 文革 的 整体 把 所 ,其 工作 包括 拟 制 写 作 提 网 和 论文 的 最 后 写作 . 提 网 写 出 来 后 ,应 先 在 小 
组 内 讨论 ,修改 和 确定 ,然后 再 开始 正式 写作 . 论文 写 出 来 后 ,小 组 内 其 他 成 员 必 须 参 与 论文 的 检 
查 和 修改 工作 ,这 一 方面 是 因为 每 个 成 员 可 以 检查 一 下 自己 的 工作 是 否 都 被 准确 地 表达 出 来 了 ; 
男 一 方面 因为 习惯 性 思维 ,主笔 人 一 般 不 容易 检查 出 自己 的 错误 . 

数学 建 模 竞赛 音程 规定 ,对 论文 的 评价 应 以 "假设 的 合理 性 . 建 模 的 创造 性 .结果 的 正确 性 
和 文字 表述 的 清晰 性 ”为 主要 标准 . 所 以 ,在 论文 中 应 努力 反映 出 这 些 特点 

下 面 ,我 们 简单 介绍 数学 建 模 论文 的 主要 组 成 部 分 及 各 部 分 内 容 的 扎 写 方法 . 

1. 是 目 

论文 题目 是 一 央 论 文 给 出 的 涉及 论文 范围 及 水 平 的 第 一 个 重要 信息 . 要 求 简短 精练 .高 度 概 
括 .准确 得 体 .恰如其分 . 距 要 准确 表达 论文 内 容 , 恰 当 反 映 所 研究 的 范围 和 诬 度 ,又 要 尽 可 能 概 

2. 摘 妥 

摘 训 是 论文 上 内容 不 加 广 释 和 评论 的 简短 陈 述 ,其 作用 是 使 读者 不 网 读 论 文 全 文 即 能 获得 必 
要 的 信息 . 在 数学 建 模 论 文中 ,摘要 是 非常 重要 的 一 部 分 . 数学 建 模 论 文 的 摘要 应 包含 以 下 内 容 : 
所 研究 的 实际 问题 .建立 的 模型 ,求解 模型 的 方法 .获得 的 基本 结果 以 及 对 模型 的 检验 或 推广 . 论 
文摘 要 需要 用 概 岳 .简练 的 诸 言 反 册 这 些 和 内容 , 龙 其 要 突出 论文 的 优点 ,如 互 妙 的 建 模 方法 .快速 
有 效 的 算法 .合理 的 推广 等 . 一 般 科 技 论文 的 搞 要 要 求 不 烈 举 例证 ,不 出 现 图 、 表 和 数学 公式 ,不 
自我 评价 , 且 字 数 应 在 200 流 内 . 前 几 年 ,全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 要 求 摘 要 字数 应 在 300 字 以 
内 . 但 从 2001 年 开始 ,为 了 提 蒿 论文 评选 效 深 , 要 求 将 论文 第 一 页 全 用 作 摘 要 ,对 字数 已 无 明确 
限制 . 故 在 摘要 中 也 可 天 当 出 现 反映 结 采 的 图 . 表 和 数学 公式 ， 

3. 问题 重 述 

数学 建 模 比 赛 要 求解 决 给 定 的 问题 ,所 以 论文 中 应 舰 述 给 定 问题 . 撰写 这 部 分 内 容 时 ,不 要 
照抄 原 题 ,应 把 握 住 问题 的 实质 ,再 用 较 精 练 的 语 训 和 投 述 问题 . 

4， 模 型 假设 

建 模 时 ,要 根据 回 题 的 特征 和 建 借 上 月 的 , 抓 化 问题 的 本 折 , 忽 略 次 要 内 素 ,对 问题 进行 必要 的 
简化 ,做 出 一 些 合理 的 假设 . 模型 假设 部 分 要 求 用 精练 ,准确 的 滞 育 列 出 问题 中 所 给 出 的 假设 以 
及 为 了 解决 问题 所 做 的 必要 ,合理 的 假设 . 很 设 作 得 不 合理 或 太 简 单 , 会 导致 错误 的 或 无 用 的 模 
型 ;假说 做 得 过 分 详尽 ,试图 把 复杂 对 象 的 众多 内 素 都 考虑 进去 ,会 使 工作 很 难 战 无 法 继续 下 去 ， 
因此 常常 需 要 在 合理 与 简化 之 间作 出 恰当 的 折 中 ， 

5 分 析 与 建立 模型 

根据 假设 ,用 数学 的 语 襄 .符号 推 述 对 象 的 内 在 规律 ,得 到 一 个 数学 结构 . 建 模 时 应 尽量 采用 
简单 的 数学 工具 ,使 建立 的 模型 易于 被 上 人 理解 - 在 撰写 这 一 部 分 时 ,对 所 用 的 变量 .符号 .计量 单 
位 应 作 解 释 , 特 让 的 变量 和 参数 应 在 整 戎 文章 保持 一 致 . 为 使 模型 易 烛 ,可 和 借助 于 适当 的 图 形 . 表 
属 来 描述 问题 或 数据 . 
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f， 模 型 求解 

使 用 各 种 数学 方法 或 软件 包 求 解数 学 模型 . 此 部 分 应 包括 求解 过 程 的 公式 推导 .算法 步骤 及 
计算 结果 . 为 求解 而 编号 的 计算 机 程序 应 放 在 附录 部 分 . 有 时 需要 对 求解 结果 进行 数学 上 的 分 
析 ,如 结果 的 误差 分 析 、 模 型 对 数据 的 稳定 性 或 灵敏 座 分 析 等 . 

7. 模型 检验 

把 求解 和 分 析 结 果 翻 译 回 到 实际 问题 ,与 实际 的 现象 .数据 比较 ,性 验 模 型 的 合理 性 和 适 骨 
性 . 如 果 结 果 与 实际 不 符 ,问题 常 出 在 模型 假设 上 ,应 该 修改 .补充 假设 ,重新 建 模 . 这 一 步 对 于 模 
型 是 否 其 的 有 用 二 分 关键 . 

8$， 模 型 推广 

将 该 问题 的 模型 推广 可 解决 更 多 的 类 似 问 题 ,或 讨论 给 出 该 模型 的 更 一 般 情 次 下 的 解法 ,或 
指出 可 能 的 深化 ,推广 及 进一步 研究 的 建议 

9， 参 考 广 献 

在 正文 中 提 玉 或 直接 引用 的 材料 或 原 冶 数据 ,应 注 明 出 处 ,并 将 相应 的 出 版 物 列 举 在 参考 文 
献 中 . 需 标 明 出 版 物 名 称 ,、 页 码 、 著 者 姓名 .出 版 日 期 .出 版 单位 等 . 

40。 附录 

附 永 是 正文 的 补充 ,与 止 文 有 关 鲁 又 不 便于 编 大 正文 的 内 容 都 收集 在 这 里 . 包括 :计算 机 程 
序 .比较 重要 但 数据 量 较 大 的 中 间 结 果 等 , 为 便于 阅读 ,应 在 源 程 序 中 如 人 足够 的 注释 和 说 明 
语 铝 . 
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1.4 可 题 


1. 1650 年 世界 人 口 为 5 亿 , 当 时 的 年 增长 率 为 0.3% ,用 指数 增长 模型 计算 什么 时 候 世界 入 
口 达到 10 亿 { 实 际 上 1850 年 前 已 超过 10 亿 ).1970 年 世界 入 口 为 36 亿 , 年 增长 率 为 2. 1 和 ,用 指 
数 增长 模型 预测 什么 时 候 世 界 人 口 会 翻 一 番 ( 这 个 结果 可 信 吗 ). 你 对 同样 的 模型 得 出 的 两 个 结 
果 有 何 看 法 ? 

2， 利 用 1.1 节 表 1 -1 给 出 的 美国 1790 一 1990 年 人 口 资料 建立 一 个 分 段 的 指数 增长 模型 . 比 
如 把 时 间 分 为 3 段 , 分 别 确定 增长 率 , 并 进行 检验 . 

3. 假定 人 人 口 的 增长 服从 这 样 的 规律 :时 刻 1 的 入 口 为 x() ,ft 到 f+ Ai 时 间 段 内 大口 的 增长 
量 与 x 一 x*(t)} 成 正比 (其 中 zx, 为 最 大 入 口 容量 ). 试 建立 模型 并 求解 . 作出 解 的 图 形 并 与 指数 增 
长 模型 . 阻 浪 增长 模型 的 结 琳 进行 比较 . 
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第 2 章 MATLAB 入 门 


2.1 MATLAB 的 进入 与 运行 方式 


MATLAB 是 MathWorks 公司 十 1984 年 锥 出 的 一 准 数 但 计算 软件 ,分 为 总 包 和 右 干 个 工具 
箱 ,可 以 实现 数值 分 析 .优化 .统计 ,微分 方程 数值 解 . 信 号 处 理 . 图 像 处 理 等 契 干 领域 的 计算 和 图 
形 显 示 功 能 . 它 将 不 同 数学 分 支 的 算法 以 阴 数 的 形式 分 类 成 库 , 使 用 时 直接 调用 这 些 聊 数 并 赋予 
实际 参数 就 可 以 解决 问题 ,快速 而 且 淮 确 . 

MATLAB 建立 在 向 盟 、 数 组 和 和 矩 阵 的 基础 上 ,使 用 方便 ,人 机 界面 耳 观 ,输出 结 来 可 视 化 , 诬 
受用 户 欢 迎 , 应 用 郊 围 十 分 广泛 . 

本 书 采用 MATLAB 6. 3 版 . 


2,1,1 MATLAB 的 进入 与 界面 


当 你 在 计算 机 中 成 功 地 安装 了 了 MATLAB 6.3 版 后 ,在 Windows 时 面 上 就 会 出 现 MATLAB 
6.3 图 标 . 双击 此 图 标 , 就 进 人 MATIAB 的 宰 面 . 

MATLAB 的 界面 上 共有 五 个 窗口 ,它们 是 : 

1， 命令 窗口 (Command Window | 

在 命令 窗口 中 可 以 直接 输入 命令 行 , 以 实现 计算 或 给 图 功能 . 

2. 起 始 面板 【Launch Pad) 

该 窗口 中 显示 MATLAB 总 包 和 已 安装 的 工具 箱 的 帮助 .演示 ,CUI 工具 和 产品 主页 4 个 方面 
的 内 容 . 若 要 查看 相关 内 容 , 只 需 叉 击 对 应 目录 即 可 . 

3.。 工作 空间 (OrISEace | 

该 窗口 中 显示 当前 MATLAB 的 内 存 中 使 用 变量 的 信息 ,包括 变量 名 .变量 数组 大 小 .变量 字 
节 太 小 和 变量 兴 型 . 

在 工作 空间 窗口 中 选 定 某 个 变量 后 , 疫 击 亚 量 省, 将 打开 数组 编辑 兹 和 窒 口 {Array Editor), 显 
示 该 变量 其 体内 容 ,该 显示 主要 用 于 数值 型 变量 . 也 可 以 在 数组 编辑 回收 改 该 获 据 . 

4， 俞 令 历 中 (Command History } 

该 窗口 显示 所 有 执行 过 的 命令 . 利用 该 窗口 ,一 方面 可 以 查看 曾经 执行 过 的 命令 ; 田 一 方面 ， 
可 以 重复 利用 原来 输 人 的 命令 行 , 这 只 需 在 命令 历史 窗口 中 直接 双击 基 个 命令 ,就 可 执行 该 命 
令 行 ， 

s。 当 前 目录 (Current Directory)】 

该 窗口 显示 当前 工作 目录 下 所 有 文件 的 文件 名 .文件 类 列 和 最 后 收 改 时 间 . 可 以 在 该 窗 蝇 上 上 
方 的 小 窗口 中 桥 改 丁 作 目录 . 
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2,1.2 MATLAB 的 运行 方式 


MATLAB 提供 了 两 种 运行 方式 :命令 行 方式 和 必 文 忻 方式 . 

命令 行 运 行 方式 通过 直接 在 命令 窗口 中 输入 命令 行 来 实现 计算 或 作 图 功能 ,但 这 种 方式 在 
外 理 比 较 复 杂 的 问题 和 大 量 数 据 时 相当 困难 . 

而 站 文 件 运 行 方式 则 是 先 在 一 个 以 m 为 扩展 名 的 忆 文 件 中 输入 一 系列 数据 和 和 命令 ,然后 让 
MATLAB 执行 这 些 命令 . MATLAB 的 MM 文件 有 两 种 类 型 ;脚本 计 文 件 和 函数 伯 文 件 . 现在 先 介绍 
脚本 对 文件 ,函数 文件 将 在 下 一 节 中 介绍 . 

一 个 比较 复杂 的 程序 常常 要 作 反 复 的 调试 ,这 时 部 以 建立 一 个 脚本 册 文件 并 将 其 情 存 起 
来 ,以便 随时 调用 计算 . 脚本 M 文件 就 是 命令 的 简单 到 如. 建立 M 文件 的 方法 是 :在 MATLAB 窗 
口中 单 击 File 菜单 ,然后 依次 选择 New 一 M-Fite ,打开 欧文 件 编辑 窗口 ,在 该 衔 口 中 输 人 程序 文 
件 ,再 以 mm 为 扩展 名 存储 . 要 运行 该 导 交 件 ,只 需 在 人 文件 编辑 窗口 的 Debug 来 单 中 选择 Run 
即 可 . 


2.2 就 量 与 随 数 


2.2.1 楼 最 


MATLAB 中 变量 的 命名 规则 是 : 

(1) 变量 名 必须 是 不 含 空格 的 单个 词 ; 

(2) 变量 名 区 分 大 小 与 ; 

(3) 变量 名 最 多 不 超过 19 个 字符 ; 

(4) 变量 名 必须 以 字母 打 关 ,之 后 古 以 是 任意 字母 .数字 或 下 划 线 ,变量 名 中 不 允许 使 用 标 
所 符号 . 

除了 上 述 命名 规则 ,MATLAB 还 用 个 特殊 变量 , 匈 表 2 ~1. 


表 2 -1 特殊 变量 过 


特殊 变量 又 值 
arls 用 于 结果 的 缺 省 变 景 名 
 ” 。 攻 周 率 
eps 计算 机 的 晤 小数, 当 和 1 想 基 就 产生 一 个 比 1 大 的 数 
foge ”算数 
inf 无 穷 大 ,如 1Z0 
NaN | 趟 宇 量 ,如 00 
ii A 
realmin 最 小 叮 用 正 实数 


realrmax 最 太 可 用 正 实 数 
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2.2.2 ”数学 运算 符号 及 标点 符号 


MATLAB 中 常用 的 数学 运算 竺 号 风 表 2 -2. 
表 2 -2 数学 运算 符号 表 
加 法 运算 ,适用 于 三 个 数 或 两 个 同 阶 第 阵 相 加 


MATLAB 中 标点 符号 的 定义 是 : 

(1) MATLAB 的 每 条 命令 后 , 若 为 逼 导 或 无 标点 符号 , 则 显示 命令 的 结果 ; 若 命令 后 为 分 导 ， 
则 和 杜 止 显示 结果 . 

(2)“ 铝 ”后面 所 有 交 宁 为 注释 

(3)“.…” 采 示 续 行 . 


2.2.3 数学 函数 


MATLAB 所 支持 的 部 分 常用 消 数 见 表 2 -3. 
表 2 -3 常用 基本 西数 


蛆 数 名 称 函数 名 称 
ain 2 正 蛇 明 赂 asin x 反正 习 晴 数 
en | 件 线 了 亲 数 argS UT 反 条 咏 沿 数 


正切 函数 atan x ”反正 切 函 数 


维 对 值 max 于 最 大 值 
最 小 什 um 元 素 的 总 和 
expx | 以 e 为 底 的 指数 
a 自然 对 数 legio * 以 10 为 廉 的 对 数 。 
sr | 符号 卫 数 fix x 加 取 整 - 


例 1 求 y= sinx 在 x* = 地 时 的 值 


> > vy = sintpi/S) 
= 0 


2.2.4 函数 M 文件 
MATLAB 的 内 部 函数 是 有 限 的 ,有 有 时 为 了 研究 某 -个 函数 的 各 种 性 态 , 需 要 沟 WATLAB 十 
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义 新 背 数 ,为 此 必须 编写 汞 数 关 文件 尔 数 关 文 忻 基 文件 名 后 缀 为 m 的 文件 ,这 类 文件 的 第 一 行 
必须 在 以 一 竺 殊 下 人 符 function 开始 , 懂 式 为 : 

function 因 赛 量 名 = 疝 数 名 ( 自 变 量 名 ) 
下 面 各 行为 从 自 变量 计算 因 变 量 的 庄 包 ,并 最 终 将 结 采 赋 给 因 变 量 . 陨 数 M 文 忻 的 文件 名 必须 
与 图 数 名 完全 一 致 

图 数 晶 文件 与 前 面 介绍 的 脚本 M 文件 主要 有 有 以 下 差 慎 : 

(1) 函数 蚤 文件 的 文件 名 必须 与 明 数 名 相 问 . 

(2) 脚本 M 文件 没有 输入 参数 与 输出 参数 ,而 隔 数 M 文件 有 输入 与 输出 参数 . 对 函数 进行 
调用 时 ,可 以 按 少 于 娟 数 M 文件 规定 的 输入 与 输出 空 量 个 数 , 但 不 能 多 于 明 数 M 文件 规定 的 粮 
人 与 输出 变量 个 数 ， 

(3) 脚本 下 文件 运行 产生 的 所 有 变量 都 是 全 局 变量 ,而 咽 数 册 文件 的 所 有 变量 除 特别 声明 
外 ,都 是 局 部 变量 . 

例 2” 画 出 函数 /(x) = V(x -20) +100 + Vs-120) +120 的 图 形 . 

征文 件 编辑 窗口 并 入 下 列 商 行 : 

function yy = ft2(x) 
yy = Sqrt(t{x -20).°2 +100°2) + sqrt{(XxX -120).*2 +120°°2), 
以 £2 ,mm 将 文件 存盘 并 退出 编辑 状态 ,然后 重新 加 到 MATLAB 


个 令 和 窗口 . 这 时 可 用 指令 5 
xX = 20 ;1:120;y = f2(x): 270 
plot(x,y) 2 
确定 自 变量 值 并 计算 对 应 的 函数 值 数据 ,最 后 再 绘 出 函数 全 
的 图 形 , 见 网 2 -1. 四 
例 3 计算 函数 fix,x2) = 100(z 一 x) + (1 一 《4) 在 ys 
we 10 120 140 
function f = funt(x) 图 2 -1 


f = 100 w(x(2) -x(1)°2)*2 +(1 -x{1)} "2 
2， 在 MATLAB 交 令 窗口 键入 命令 ; 


x = [12| 
fun(tx) 
2.3 ”数组 与 定 阵 
2.3. 王 数组 
1. 数组 的 建立 


简单 数组 的 输入 方法 所 表 2 -4. 


-|abcderf | 


x = first 


其 = f1irgt 


linspace(t first,1last.n) 


下 面 举例 说 明 ， 
例 主 > > x =1i23458718| 
让 
A 
v= |[Y%z] 
U = linspace(2,9,11) 
] 2 3 4 5 日 了 
= 由 2 3 4 9 b 7 
- 3 5 7 9 
= 
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表 2 -4 简单 数组 的 建立 
创建 色 含 指定 元 素 的 行 阿 量 


: last 


| 了 局 匡 安 仙人 风 七 二 半岛 二 


Columns 1 through 10 

1 2 .3 4 > G 了 3 
Column 11 

中 


Columns 1 througlet 


2 .0000 2 .7000 3 .4000 4 .1000 
Columns 7 through 11 
.2000 6 .9000 FOO0 8 .3000 
2， 数 组 元 素 的 访问 


为 了 访问 数组 元 素 ( 分 其) ,可 对 数组 元 素 进 行 编 址 : 
(1) 访问 一 个 元 素 :数组 元 素 可 以 用 下 标 访问 ,如 x(i) 表示 数组 的 囊 工 个 元 素 ， 


例 2 


对 0S 


> > XKX(4) 


二 +4 


(2) 访问 一 块 元 隶 ; 访 问 和 矩阵 的 某 些 元 素 或 子 块 . 
xfa :b :c) 表示 访问 数组 x 的 从 第 a 个 元 素 开 始 , 以 步 长 为 b 到 第 c 个 元 率 ( 但 不 超过 cc)， 
b 可 以 为 负数 ,b 缺 省 时 汶 1.， 


例 3 


(3) 和 直接 使 用 元 素 编 折 序 号 . 


>» x = [1,2,3,4,5,6,.7,8,9,10 | 
vy = x{2:2:11}),z = x(l0:-3:1) 


z — 10 1 导 | 


创建 从 first 开始 ,加 1 计数 ,到 last 结束 的 行 碳 量 
创建 从 first 开始 ,加 increment 计数 ,天 last 辣 束 的 行 向 量 
创建 从 first 开始 ,到 1ast 结束 ,有 个 元 素 的 行 周 县 


Lr 


pe 


18 


4.8000 5 .59000 


9 .0000 


x([a bcd]) 表示 提取 数组 x 的 第 ab.c.d 个 元 票 构成 一 
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个 新 的 数组 Lx(a) xf(P) xc) x(td)]. 

全 44 > ~ m=- x{(fg82911} 

m= 2 9 1 

3。 数组 的 方向 

前 面 例子 中 的 数组 者 是 一 行 数列 ,是 行 方 向 分 布 的 , 称 之 为 行 同 量 . 数组 也 可 以 古 列 同 量 ， 
它 的 数组 操作 和 运算 与 行 疝 量 是 一 样 的 , 维 一 的 区 别 是 结果 以 列 形式 显示 . 

产生 列 同 量 有 两 种 方法 :直接 产生 和 各 转 置 产生 . 

例 5 >> c= [1:2;3;4],bp =c 


® 


1 


| 


久富 :4 . 3 二 
说 明 : 议 空 格 或 逗 导 分 贤 的 元 素 指定 的 是 不 同 列 的 元 素 , 面 以 分 号 分 取 的 元 素 措 定 了 不 同行 
的 元 素 . 当 数 组 b 是 复数 时 , 转 置 (b ) 产生 的 是 复数 共 罗 转 置 , 而 点 - 转 置 {b.) 产生 的 只 对 数 
组 转 置 ,不 进行 共 度 . 对 于 实数 来 说 ,b 和 hb. 是 等 效 的 . 
4. 数组 的 运算 
(1) 标量 - 数组 运算 
数组 对 标量 的 加 . 减 .乘除 . 乘 方 是 数组 的 每 个 元 素 对 该 标量 施加 相应 的 加 , 减 . 乘 . 除 . 乘 方 
运算 . 
设 :a = [al,a2,…,anj，c 是 标量 ,由 
a+c = [al +c,a2 +CcC,:"“,AanNn +c| 
上 来 让 = | 站 站 2 
a = | aa2A AN | ( 布 除 ) 
站 人 = 有 ea2 AD { 左 除 } 


-my 


.EE 1ale. a Cm an el 
Cc. a= [cal,c” a2,.,cC” an]| 


例 6 编写 蕊 文件 shuzu3 -m 如 下 : 
a=[1234]; 


忆 全 

al =a+t+c 
习 有 2 二 如 本人; 
a3 =. 耀 


呈 44 二 .CC 


J 


AD 二 有. 

aAb = 侣 .a 
运行 得 雇 下 结果 

Al = 3 4 5 6 
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= Sd AAS 生 人 一 一 一 一 


= 4 日 另 
a3 “=O.5000 ] 0000 1 .5000 2 .分 和 009 
ad =2.0000 1] .0U0D DBEBT U.SV000 
站 生 " 十 4 9 165 
a = 2 和 名 站 
(2) 数组 - 数组 运算 
当 两 个 数组 有 相同 维 数 时 ,加 , 减 . 乘 . 除 . 需 运算 可 按 丘 素 对 开 慰 方式 进行 ,不 同 大 小 或 维 数 
的 数组 是 不 能 进行 运算 的 . 
设 :a = [al,a2a 和 an, bp = [bl,bp2?,… ,bn|, 则 


a+b= [al + hl,a2 + b2,,an + bn 
a.* b= Fal* bl,a2*hb2,,an* bn 
ah = [al/bl,a2/b2 ,ampol| 
a.\b = [bl /al ,bh2 /A2 bn 

Bs 


= | al bl a2”b2 an bn 
例 7 编 与 区 文件 shuzu4 .m 如 下 : 


a = [222]: 
| 二 | 
Cc] = 总 + 口 
2 
3 
Re 
EE 
运行 得 以 下 结 采 : 


十 国 放下 二 5 5 
2 6 6 
C3 = 0 .6667 ,BEB U687 
C = 1 .5000 1 .5 1 .5000 
加 8 3 


2.3.2 和 矩阵 


1， 矩阵 的 建立 
数组 可 以 是 一 个 行 向 其 或 列 向 量 , 也 可 以 是 其 有 帮 个 行 或 列 的 矩阵 形式 . 矩阵 的 创建 遵循 
创建 行 周 量 和 列 回 量 所 用 的 方式 . 撑 号 或 空格 用 于 分 隔 某 一 行 的 元 喜 ,分 号 用 于 区 分 不 同 的 行 ， 
除了 分 号 ,在 输 人 矩阵 时 , 按 Return 或 Enter 键 也 表示 开始 一 新 行 . 输 人 年 阵 时 ,严格 要 求 所 
有 行 有 相同 的 肇 . 
例 ] > > a-il72343;5678;91011I2| 
司 二 1 2 3 二 
5 6 7 8 
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9 1 1]11 12 
MATLAB 提供 耻 几 个 建立 特殊 籍 阵 的 命令 如 下 : 
[] 产生 一 个 容 矩 阵 , 当 对 。- 项 燥 作 无 缚 果 时 ,返回 空 矩阵 , 空 矩 阵 的 大 小 为 夫 
b= Zeroaslfm.n) 产生 一 个 下行 下 列 的 零 算 阵 
c = onegs(tm,n) 产生 一 个 生 行 上 列 的 元 素 全 为 工 的 下 阵 
d = eyelm,ni 产生 一 个 点 行 # 列 的 单位 想 阵 
例 2 编写 文件 matrixil.m 烛 下 : 


总 


a -上 
b = zerost(2,3) 
c = onest2,3) 
已 = eye{(2.,3) 
ee = eve(l3.,3) 
运行 得 以 下 结果 : 
a = 上 
bb = 
0 U 
0 DO 冉 
二 
| 1 下 
1 1 1 
刁 = 
二 0 0 
0 1 0 
= 
1 0 
上 1 0 
0 D 1 


2. 矩阵 中 元 素 的 操作 

《]) 矩阵 4 的 第 r 行 :Atr,:) 

(2) 矩阵 4 的 第 7 列 :A( :,Y) 

(3) 依次 提取 矩阵 4 的 每 一 列 , 将 4 拉 伸 为 一 个 州 辣 量 :A( :) 

(4) 取 和 矩阵 和 的 第 ~ 纪行 .第 ji ~ 上 列 构成 新 兴隆 :ALil : 12, j1 :j2) 
(5) 以 逆序 提取 和 矩阵 六 的 第 i ~ 王 行 ,构成 新 趾 阵 :Aia :-1 :il,:) 
(6) 以 逆序 提取 和 什 阵 4 的 第 户 ~ 产 列 ,构成 新 矩阵 :a(:,j2 :-14 :3j1) 
(7) 删除 4& 的 第 i ~ 疡 行 , 构 成 新 矩阵 :Ail :i2,:) = [|] 

(8) 删除 和 的 第 六 ~ 廊 列 ,构成 新 矩阵 :aA(:, jl :j2) = 上 | 上] 

(9) 将 撼 阵 及 和 8 拼接 成 新 矩阵 :[A B1;[ A;B] 

例 3 编写 M 文件 matrix2 .m 如 下 ;: 
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a= [123:456;789] 


al = a(t2,:) 
a2 = at:.2) 
a3 = al:) 


ad = a(ll :2,2 :3) 

a = at2 -1:1,:) 

a6 = af:i3 :-1 :2 

a7 = aya7(1 :2,:) = [] 
a8 = AaB(:,1) = | 


39 = [a a2 | 
al0 = [a:all| 
运行 得 以 下 结果 : 
a = 
> 
. 
号 
ll = 4 S 上 
Aa = 
2 
5 
8 
a3 = 
] 
4 
了 
节 
5 
如 
地 
b 
9 
ad = 
2 3 
5 6 
= 二 
4 6 
1 3 


中 所 


ll 


MATLAB 六 门 


WwwW.I-nobel.comybbs 


2.3 ”数组 与 下 阵 
3 2 
6 局 
9 8 
= 各 9 
a8 = 
2 - 
5 6 
3 号 
总 中 二 
1 2 3 2 
4 5 & 5 
1 8 9 8 
拉 40 = 
kh 了 
4 5 6 
7 出 9 
4 5 
3， 和 阵 的 运算 


(1) 标量 - 和 卸 阵 运算 : 与 标量 - 数组 运算 类 似 ， 
(2) 矩阵 - 矩阵 运算 : 卸 阵 的 元 素 对 元 素 的 运算 ,与 数组 的 数组 - 数组 和 运算 类 似 ， 
而 线性 代数 中 所 定义 竹 阵 运算 的 他 令 如 下 : 
矩阵 加 水 :&a +B 
和 矩阵 飞 法 :A *B 
方 阵 的 行列 式 :det (A) 
方 阵 的 道 ;inv(Aa) 
方 阵 的 特征 值 与 特征 问 量 :[V,D] = eig(2A) 
例 4 编写 半 交 件 matrix3 .m 如 下 : 

a=- [123: 456|j 

b= {1i2.12;12| 

Cl 二 全 二 如 

C2 二 翌 ** 呈 

EE 

c3 = dettc) 

Gd 三 工 各 Le 

[a] = ig(e) 
运行 得 以 下 结果 : 

己 


J 
et 


1 2 | 
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4 四 已 
bb = 
1 2 
] 到 
] 2 
网 时 一 
2 4 6 
8 和 12 
EZ 居 
6 12 
15 30 
避 二 
2 了 了 
了 9 4 
1 3 
CC 二 一 3 
忌 4 = 
= .0000 -0 .3332333 
1 e667 -1.0000 = 
-2.0000 1 .0000 ] bb 
w = 
-U.SSsls 一 总 .了 总 与 了 —0D .2743 
— .7309 日 .4412 — .3391 
-0.4020 一 有 .43373 U.S8999 
dd = 
13.4635 日 0 
U — DO.2741 DO 
0 0D 0 .8112 


2.4 MATLAB 程序 设计 


MATLAB P| 以 像 C、FORTRAN 等 计算 机 高 级 语言 一 样 , 进 行程 序 设 计 , 编 写 M 文 件 .本 市 简单 
介绍 MATLAB 中 关系 ,逻辑 运算 和 条件 .循环 语句 等 重要 的 编程 手段 . 


2.4.1 关系 和 还 辑 运 算 


除了 传统 的 数学 运算 ,MaTLaAB 支持 关系 和 逻辑 运算 . 一 个 重要 的 应 用 是 控制 基于 和 其 / 恨 傅 
题 的 一 系列 MATLAB 命令 (通常 在 M 文件 中 ) 的 流程 ,或 执行 程序 ,作为 上 所有 关系 和 逮 辑 表达 式 
的 输入 ,MATLAB 把 任何 非 零 数值 当 作 真 , 把 零 当 人 作假. 所 有 关系 和 逻辑 表达 式 的 输出 ,对 于 真 ， 
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输出 为 1; 对 于 假 ,输出 为 6. 

it、 关系 操作 符 

MATLAB 关系 操作 符 见 表 2 -5 ,其 包括 所 有 常用 的 比较 . 能 用 来 比较 两 个 同样 大 小 的 矩阵 ， 
或 用 来 比较 一 个 宅 阵 和 一 个 标量 . 后 一 种 情况 是 ,标量 和 年 阵 中 的 每 一 个 元 素 相 比较 ,结果 与 气 
阵 太 小 一 样 . 


表 2 -5 
关系 操作 符 说明 
< 小 于 
< = 小 于 或 等 于 
> 大 于 
大 于 或 等 于 
= = 等 于 
~ = 不 等 于 | 
2， 逻辑 操作 特 
逻辑 操作 符 提 供 了 一 种 组 合 或 否定 关系 表达 式 ,MaTLaAB 逻辑 操作 符 见 表 2 -6， 
表 2 -6 
逻 窒 操 作 符 


2.4.2 控制 流 


MATLAB 查 供 三 种 尖 策 或 控制 流 线 构 :for 和 循环 ,while 循 环 和 it -else -enad 结 构 . 这 
些 结 构 经 常 包 合 大 量 的 MATLAB 节令 ,故人 经 常 出 现在 MATLAB 的 文件 中 ， 
1. for 视 环 
匈 诗 一 组 命令 以 固定 的 和 预定 的 次 数 重 甘 ,for 循环 的 一 般 形式 为 : 
for XxX = array 
commandsl 
二 
在 for 和 end 语 名 之 间 的 命令 串 j commands| 按 数组 (array) 中 的 每 一 列 执行 一 次 .在 
每 一 次 迭代 中 ,x 被 指定 为 数组 的 下 一 列 , 即 在 第 nn 次 循环 中 ,x = arrayl( :,n). 


例 1 对 nn = 1,2,…,10, 分 别 求 x = 1 的 值 
编写 M 文件 forl .m 如 下 : 
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forn =1:1i0 
x{n)} = sintn*pi/1D0): 
,=| 
Xx 
运行 得 以 下 结果 ， 
X = 
Columns 1 througll 7 
0 .3090 0 .5878 0 .8090 2 1 000 hs 0 .8090 
Columns 8 through 10 
0 .5878 dQ .3090 0 .0000 
for 循环 应 注意 :for 笨 环 内 不 能 对 循环 变量 重新 赋值 ;for 入 环 内 接受 任何 有 浆 MATLAB 
数组 ;for 循环 可 按 需 要 馆 套 ;为 提高 运算 速度 , 当 能 用 其 他 方法 解决 时 ,尽量 不 用 feor 循环 , 必 
须 用 for 循环 时 应 预 扼 分 配 数组 (预先 分 配 内 存 4 
2，While 入 环 
与 for 循环 以 固定 次 数 求 一 组 命令 相反 ,while 竹 环 以 不 定 的 次 数 求 一 组 语句 的 值 ， 
While 循环 的 一 般 形 式 是 : 
while (expression) 
1 commands,! 
nd 
只要 在 表达 式 (expression) 里 的 所 有 元 素 为 真 ,就 执行 while 和 end 语句 之 间 的 命令 
申 icommands|. 通常 ,表达 式 的 求 值 给 出 一 个 标量 和 全 ,对 数组 值 同 梓 有效 ,数组 情况 下 ,所 得 到 
数组 的 所 有 元 素 必 须 都 为 真 , 
例 2 设 银 行 年 利率 为 11.25% ,将 10 000 元 钱 存 人 银行 ,加 多 长 时 间 会 连 本 囊 利 翻 一 符 ” 
编写 文件 whilel.m 如 下 ， 
money 二 了 局 所 总 总 ， 
YeAars = 0; 
while money < 20000 
YEAars = Years +1; 
money = money *{1 +11.25/100); 
End 
区 已 幅 工 筷 
money 
运行 得 以 下 结果 : 
Yea = 1 
money = 2.1091e + O04 
3. 这 一 else - end 结构 
(1) 有 一 个 选择 的 一 般 形 式 是 : 


if (expression) 
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2.4 出 ATILAE 程序 设计 * 1: 
.于 
{commande! 
已 也 局 


如 果 在 青 达 式 (expression) 里 的 所 有 元 素 为 真 ,就 执行 if 和 end 语句 之 间 的 节令 音 


1commands}. 


例 3 设 


求 12),f- 1). 
先 建立 以 下 M 文件 funi .m 定义 画 数 关 x), 再 在 MATLAB 命令 窗口 输入 funl(2)， 

funlr -1 工 ) 即 可 . 
function f = funil(x) 
if x >» 1 

f = x 2 + 
它 了 时 
if x <=1 

£f =2*X 
对 了 这 
有 两 个 选择 的 一 般 形式 是 : 


if (exPbression) 


(2 


mr 


cemmanasl | 
全 了 台所 
| commands2 | 
end 
如 果 和 表达 式 (expression) 为 真 , 则 执行 第 一 组 命令 i commands11 ;表达 式 为 假 , 则 执行 
第 二 组 命令 i commangds21:. 
(3》 有 三 个 或 更 多 选择 的 一 般 形 式 是 ; 
if {expressionl,) 
{commandsl | 
alse if (expression2) 
{commands2 | 
else if (expresgsion3) 
| commands3 | 
else 1f 
忆 ] se 
lcommandsl| 
所 二 器 


它 卫 忆 
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| 
这 种 有 一 个 以 上 选择 的 if -else -ena 形 式 , 依 次 检查 各 表达 式 , 只 执行 融 一 个 表达 式 为 
真 的 命令 绅 , 接 下 来 的 表达 式 不 检 寺 ,由 过 其 余 的 if -else -ena 结 梅 , 和 而 用, 最 后 的 else 谷 


令 可 有 可 无 . 
例 4 设 
YL x>1 
fr) = 2 Oxw 守 |] 
各， f 玖 站 


求 亿 2) ,7(0.5) 所 一 1)， 
先 建 立 以 下 区 文件 fun2 .m 定义 明 数 产 x}, 再 站 MATLAB 从 今 窗 口 输入 fun2(2)， 
funz(0.5), fun2¢-1) 却 可 . 
functiosn tft = fun2(tx) 
lw 1 
FE 


lse if < = 


上 二 有 4 
它 ] 上 Se 

下 一 汪汪 
已 了 以 


已 放 避 


2.5 MATLAB 作 图 


2.5.1 二 维 图 形 


二 维 图 形 即 平面 曲线 ,MaATLaAB 提供 了 咖 昌 线 的 蝗 数 . 
1. 曲线 图 
MATI'AB 作 图 是 通过 描 点 . 连 线 来 实现 的 . 故 在 画 一 个 曲线 图 形 之 前 ,必须 名 取得 该 图 形 上 
的 一 系列 的 点 的 坐标 ( 即 柜 坐 标 和 纵 坐 标 } ,然后 将 该 点 集 的 坐标 传 给 MATLAB 图 数 画 加 . 作 二 
维 图 形 和 三 维 图 形 都 是 同 桩 的 性 人 娃 ， 
DlotiX,Y,S) 
Plot(tX,Y)} 
DlotlL(tX,Y1 ,Sl ,X,Y2 3SZ ,X,YnN,Sn) 
x,Y 二 向量, 分 别 表示 点 集 的 杰 坐 标 和 纵 坐 标 , 命 令 Plot (X,Y,S) 描绘 谈 氮 集 所 表示 的 曲 
线 ,其 线 型 由 S 人 确定 如 下 : 
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2.5 MATLAB 作 图 . 23 。 
y 黄色 点 一 连 线 

TH 2 团 短 虚 线 

鉴 绿 色 x x -符号 -. 长 短线 

I 红色 十 加 号 ~ 一 长 虚线 


命令 plot(X,Y) 辆 实 线 , 其 参数 六 局 ploc(X,Y,$S) 中 的 相同 . 
命令 PloetfX YL,S1,XY2 ,52 ,XYnosn) 将 儿 条 线 男 宕 一 起 , 参数 同 plot(X,Y， 
Ss). 
例 1 (1) 在 区 间 10,27|] 男 sin x; 
(2) 在 [0,2”m」 用 红线 画 sin x, 用 绿 圈 顺 cos x. 
解 ”输入 命令 : 
(ly x = linspacel(d ,2 * pi,20); 
y = Sin(x); 
plot{(x,Yy) 
(2) x = linspace(0 ,2 * Pi,30); 
Y = Sin{(x); 


2 = Cos(x); . 


DIOC(X,Y, ,XZ co) 
风 图 2 -2， 
2， 符号 函数 ( 显 函 数 、 隐 函数 和 戎 数 方 程 ) 画图 
符号 函数 画图 可 以 通 讨 函数 “ezploetr” 或 *“Eplot” 来 实现 .其 中 , 孟 数 ezpliot 的 调用 格 
式 如 下 : 


ezplot{f) 


ezplot(f,[a,.bl) 


ezplot(f,| xmin,xmax, ymin,vymax|) 


ezplot(x,y,| tmin,tmax|) 


表示 在 默认 区 间 -2f < x < 257 然 制 / = 所 x) 的 本 
数 图 

表示 在 a < x < 上 给 制 显 确 数 广 = 记 x) 的 确 数 图 
表示 在 区 同 xz。<x< xu 和 yo << Ym 锭 制 隐 
图 数 上 xy) = 0 的 尔 数 图 

表示 和 芷 区 间 < < tw 绽 制 参数 方程 z = x(1)， 
7 = xf 的 函数 图 


fplot(fun,limsy} 表示 给 制 字 符 串 fun 指定 的 孙 数 在 lims = [xmin,xmax|] 的 图 形 . 
fun 必须 是 M 文件 的 函数 名 或 是 独立 变量 为 x 的 字符 串 , 此 字符 串 被 送信 图 数 eval. 图 数 


fun{x) 必须 对 向 量 中 的 每 个 元 素 x 授 一 行 问 量 . 


fplot 哆 数 不 能 画 参 数 方程 和 由 责 数 图 形 ,但 在 一 个 图 上 可 以 画 多 个 图 形 ， 


例 2 在 [0,7T] 上 上 夯 x = sin x 的 图 形 ， 
解 ” 输入 命令 : 

> > ezpnlott sin(x) ,[0,pi|) 
风 图 2 -3， 
例 3 


在 | 有 ,和 | 上 画 x = COs 六 = sint 星 形 图 形 . 
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图 2 -3 图 之 一 4 

解 ” 输 入 命令 : 

> > ezplet(' cos(t),"3', sin(t}.”3',[0.p1]) 
见 图 2 -4. 
例 4 在 [-2,0.5],[0,2] 上 画 隐 函数 e" + sin(xy) = 人 0 的 图 形 . 
解 ” 输 入 命令 : 

> > ezplott( Exp(X) + sin(xey) [=2,0:50,2 ]) 
见 图 2 -5. 


例 5 在 [-1,2] 上 画 了 =e” + sin(3x ) 的 图 形 ， 
解 先 建站 文件 myfunl .m: 

functiaorn Y = myfunl(x) 

YY 三 KO) + Sin(3 和 4 和 2) 
再 输入 命令 : 

fplot( myfunl ,[-1,2]) 
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2.5 出 ATLAB 作 图 » 5 


见 图 2 -65. 

例 6 在 [ -2,2] 范围 内 绘制 函数 tanh 的 图 形 . 

解 fslortt tanh',[ -2,2]) 

例 7 将 xy 的 取 值 范围 都 限制 在 [ - 2T,2T] , 西 范 数 tanh x,sin x,cos x 的 图 形 . 
解 fpleoet([tanht(x) "Sin(x) Cos(sh] bE =11 -1 Lh 
风 疼 2 -7. 


图 2 =7 


3。 对 数 坐 标 图 

在 很 多 工程 问题 中 ,通过 对 数据 进行 对 数 转 换 可 以 更 清晰 地 看 出 数据 的 某 些 特征 ,在 对 数 坐 
祭 系 中 描绘 数据 点 的 曲线 ,可 以 直接 地 表现 对 数 转换 .对 数 转换 有 双 对 数 坐 标 转换 和 单 轴 对 数 坐 
慰 转换 两 种 -用 Toglog 函数 可 以 实现 双 对 数 坐 标 转换 ,用 semilogx 和 semilogy 函数 可 以 
实现 单 轴 对 数 坐 标 转换 . 

1oglogfY) 表示 ww 坐标 都 是 对 数 坐 标 系 

semiloax(Y) 表示 %* 坐标 轴 是 对 数 坐 标 系 

semilogy(…) 表示 yy 坐标 轴 是 对 数 坐 标 系 


plotyy 表示 有 两 个 y 坐标 轴 , 一 个 在 左边 ,一 个 在 右边 
例 8 用 方形 标记 创建 一 个 简单 的 10g1log 图 . 
解 输入 命令 : 


x = logspace( 一 1 2)s 
loglog(x,exp(x) 二 过 六 
grid on 当 标注 格 栅 
见 图 2 -8. 
例 9 创建 一 个 简单 的 半 对 数 坐 标 图 . 
解 ”输入 命令 : 
x =U .1 10: 
Semilogy{(¥,10 .x) 
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见 图 2 =9. 
例 10 绘制 yY = x 的 函数 图 ,对 数 坐 标 图 , 半 对 数 坐标 图 ， 
解 。 输入 命令 : 
x= [1:1 100]; 
subplot(2,3,1); 生子 图 
Pleot(x, Re 3) 
grid on; 标准 格 机 
titlié' BlGE -Y = 永 .“3 4 多 图 类 上 标 入 
subplot(2,.3.2). 
logloog(x,XxX. 3); 
rid Gn: 
title’ loglog - logy = 3logx ; 


subplot(2.,3;3): 
Diotyy(x,x 3 RX): 

grid eon: 

二 ‘plotyy =Y 三 .3 .LGgY 三 31Ggx : 
subplot(2,3.4); 
semilogx(x,x. 3): 

driad on 

titlie' semilogx -y = 3loggx ; 
subplaot(2 35) 
semilogy(x,X." 3); 

grid on 

title’ semilogy - logy = Xx."3 1 
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见 图 2 -10- 


图 zz=10 


2.5.2 三维 图 形 


三 维 图 形 包括 空间 曲线 和 曲面 . 
1. 三 维 曲 线 
(1) 一 条 有 曲线 plat3(w,y,z,3) 
命令 plot3(x,y,z,S) 通 过 描 点 连 线 面 出 曲线 , 这 里 x,y ,z 是 都 是 n 维 向 量 ,分 别 表示 该 
曲线 上 点 集 的 横 坐 标 , 纵 坐 标 , 函 数值 ,Ss 表示 颜色 ,线形 等 . 
例 1 在 区 间 [0,107] 画 出 参数 曲线 = sin ty = cos 1,z = 上 并 分 别 标注 . 
解 ” 输入 合 邻 : 
七 三 0 6iF50 +10 可 可 于 
nlot3(sin(t) .cos(t),t) 
见 图 2 -11. 
(2) 多 条 曲线 plot3(%.Y,z) 
命令 plot3(X,Y,Z) 通过 描 点 连 线 画 出 多 条 曲线 , 这 里 xX, Y, 2 是 都 是 m xn 和 抢 阵 ,其 对 应 
的 每 一 列表 示 一 条 曲线 ， 
例 2 夯 多 条 曲线 ,观察 函数 2 = (让 + 站. 
解 ”输入 命令 ; 
并 匡 一 3.4 和 2 了 4 二 二 30.1 5 
[X,Y¥] = meshgrid(x,y); 
品 _ 二 区 半 导 ) 
Dl1Ot3( RS) 
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costl) = = 


图 2 一 12 


图 -11 


这 里 meshgriq(x,y) 的 作用 是 产生 一 个 以 向 量 x 为 行 .向 量 y 为 列 的 矩阵 ,注意 x,y 的 大 
小 本 .网 图 2 -12. 
2. 空间 曲面 
(由 让 在 过 实 画 (人生 芋 ,让 ) 
这 里 x,Y,E 是 三 个 数据 矩阵 ,分 别 表示 数据 点 的 横 坐 标 , 纵 坐标 ,函数 值 ,命令 surf(X,Y,z) 
将 该 数据 点 所 表示 的 曲面 画 出 ， 
例 3 画 了 落 数 Z = (XX+ 7Y) 的 图 形 ， 
解 输入 命令 : 
六 三 二 时 针 信 3 各 
如 三 计 二 全 时 
[X,Y|] = meshgrid(x,v); 
2 = +)"25 
surt(% ,2) 
见 图 2 -13. 


图 2 -13 图 2 -14 
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例 4 将 曲面 5eaks 平滑 . 
解 ” 输入 命令 
[X,Y,2| = DeakKS(30); 
ar 人 F(R 
shading flat 和 革 图 形变 得 平滑 
(2) mesh(¥Y¥,2) 
命令 mesh(X,Y,z) 画 网 格 曲 面 .这 里 X,Y,z 是 三 个 数据 矩阵 ,分 别 表示 数据 点 的 横 坐 标 、 
纵 坐 标 ,函数 值 ,命令 mesh(X,Y,zE) 将 该 数据 点 在 空间 中 摘出 ,并 连 成 网 格 . 
例 5 画 出 曲面 2 = (X + 站 的 网 格 图 . 
解 ”输入 命令 : 
x = .1 7 
1 
[X,Y] = meshgrid(XK,Y): 
B= (RW + TT) 2 
megsh(X,¥,Z) 
见 图 2 -14. 
(3) meshz(x,Y,2) 在 网 格 周围 画 一 个 eurtain 图 (如 ,参考 平面 ) 
例 6 给 psaks 的 网 格 图 
解 输入 命令 : 
[Xe¥| = masharid( =a3 :25 二 村》 
2 = prakst YY) 
meshz(XsY2) 


见 图 2 -15. 


2， a 3 处 理 图 形 


1. 在 图 形 上 加 格 栅 . 图 例 和 标注 
(1) rid 6n, grid otf 
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命令 grid on 在 当前 图 上 加 格 树 ; 合 令 gria off 删除 格 烦 . 


(4) hh = xlabel( atring') 在 当前 图 形 的 * 划 上 加 图 例 atring 
HH = Y1apeI( strirng ) 在 当前 图 形 的 y 轴 上 加 图 例 string 
hh = zl1abel( string ) 在 当前 图 形 的 = 轴 上 加 图 例 string 
Hh = kitlel string') 在 当前 图 形 的 顶端 上 加 图 例 string 


例 1 在 区 间 [0,2"T | 男 sin x 的 图 有形, 加 属 栅 , 卉 加 注 图 例 " 自 变量 x”"、“ 阴 数 Y" “示意 图 ”. 
解 输入 命令 : 
x 三 linspace(l0,.2w Di,30): 
Y = Sin(x); 
plot(x,y) 
grid Bn 
xl1abel( 自 恋 量 XX '): 
ylabell( 函数 YY ); 
title( 示 意图 ') 
见 疼 2 -16. 


(3) hh = gtext( string ) 
命令 gtkext(' string') 用 鼠标 放置 标注 在 现 有 的 图 上 .运行 命令 gtext('string') 时 ， 
屏幕 上 出 现 当 前 图 形 ,并 在 图 形 上 出 现 一 个 交叉 的 十 字 ,该 十 字 随 鼠标 的 移动 而 移动 , 当 按 下 鼠 
标 左 键 时 ,该 标注 string 放 在 当前 十 字 交 叉 的 位 置 ， 
例 2 在 [0,27|] 夯 sin ,cos x, 并 分 别 标 注 *sin x “cos xXx”. 
解 ”输入 命令 : 
x = linspace(0 2 *ni,30): 
Y = sin(x): 
2Z = COS{(); 
Blot(x ,2,X .Vagtextt sin(tx) }gtext( ooa(w) '). 
见 图 2 -17. 
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2 定制 坐标 

axis([XMIN XMAX YMIN YMAX 2MIN 2MAX]) 

已 兴工 后 auUEto 

从 邻 axis( [XMIN XMAX YMIN YMAX ZMIN ZMAX]) 定制 图 形 坐 标 ,XMIN ,XMAX ,YMIN、 
YMAX ,ZMIN .2MAX 分 别 为 ar 的 最小 .最 大 值 . 

命令 axis auto 将 坐标 轴 返 回 到 自动 缺 省 值 . 

例 3 在 区 间 [0,005 ,0.01] 显示 = sin| ! ) 的 图 形 . 


刘 
解 ”输入 合 邻 : 
X = linspace(d 0001,0.01,1000); 
y = Sin(l /x):; 
plot(Xy)s 
axis{([0 .005 0.01 ~- 11]) 
见 图 2 - 18. 
3, 图 形 保 持 
(1) hold on 
Hold oEf 
命令 hold on 保持 当前 图 形 , 以 便 继续 画图 到 
当前 的 图 上 .命令 hola sff 耿 放 当前 图 形 窗 口 . 注 
意 ;"hold on"、 “held off" 后 不 能 跟 分 号 “，”， 
若 想 将 多 条 曲线 面 在 一 起 , 则 可 用 "hsla can" . 
例 4 将 y= sinx,y = cos x 分 别 用 点 和 线 画 出 在 同一 屏幕 上 . 
解 ” 输 入 命令 : 


x = linspacet(0 ,2 *pi,30); 


图 2 -18 


y = sin(x): 
2 = COS(X): 
plok(x,z, ro:): 
hold on 
plot(xy):, 
(PI = Ue 
figure(H) 
命令 H = figure 创建 图 形 并 返回 图 形 的 句柄 ; 
命令 figure(H) 新 建 丘 人 窗口 , 激 话 图 带 HE 使 其 可 见 , 并 把 它 转 于 其 他 图 形 之 上 . 
车 想 在 一 个 界面 上 曾 一 个 图 形 , 并 将 多 个 图 形 一 起 画 . 而 又 不 能 相互 影响 , 则 可 用 HL = 
二 大。 
例 5 在 区 间 [0,2”m] 分 别 画 出 y = sin x;z = wos x 的 图 形 ,. 保 持 并 显示 YY = sin x 的 图 形 ， 
解 和 输入 命令 : 
开 三 1dnspacelt0 ,3 而 唱 1,I001) 
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vy = Sin(x};z = cos(x); 
plot(x,yY); 
titlefl sin(xy) }; 
也 误 雇 名 全 
figurert2z).; 
plot(lx,z); 
titlefl cesfrX) }:; 
4. 图 区 控制 {分 割 平面 ) 
若 打 算 在 一 个 屏幕 上 画 各 自 独 立 的 多 个 图 形 , 则 需 将 悍 幕 分 割 为 多 块 ,并 分 别 作 贸 
H = subplot({mrows, ncols, thisPlot) 
subplot{mrows, neols, thisPlot) 
subplot{1l,1,1) 
傅 令 H = subplot(mrows, ncols, thisPlot) 提 分 整个 作 图 区 域 汐 mrows * ncols 
块 { 逐 行 对 块 访问 ) 并 激活 第 thisPlot 块 ,其 后 的 作 图 语句 将 图 形 画 在 该 块 上 . 
命令 subplot{mrows, ncols, thisPlot) 激 活 已 划分 为 mrows*mncols 抉 的 屏幕 中 
的 第 thisPlot 块 ,其 皇 的 作 图 语 及 将 图 形 男 在 该 恢 上 . 
命令 subplot (1,1,1) 返回 非 分 割 状 态 . 


例 6 将 屏 各 分 割 为 四 块 , 开 分 别 国 上 7 = 5s1n T= COS 和 XN: 二 SIN Yeos x:b = sin % 


eos x 
解 ”输入 命令 : 
<* =- linspace(0,2*ni,100); 
vy = Sin(x)}:iz =- cos(x}):ia = sintx}) .wcos(x);bh = sin(x)} .Acos(x) + 
ED) 
subplot(2,2,1}:plot{xy)title(l sin(x) )， 
subplot(2,2,2);plot(x,z) ;title( cos(x) ); 
subplot(2,.2,3)plot(x,altitle(l( sin{x}cos(x) ); 
subplot(2,.2,4):plot(x,b):title( sin(x) eos(x) ): 
记 图 2 -19. 
35、 纺 放 图 形 
zoom on 为 当前 图 形 打开 纶 破 模 式 . 
单 击 鼠 标 左 键 , 则 在 当前 图 形 窗 口中 ,以 鼠标 点 中 的 点 鸭 中 心 的 图 形 确 太 2 售 ; 单 击 轨 标 厂 
链 , 则 缩小 2 倍 . 
zoom off 关闭 这 放 模式 ， 
例 7 缩放 YY = sin x 的 图 形 . 
解 和 输 人 命令 : 
x = linspace(td ,2 *pi,30); 
y = Sintx); 


PlOL(X,Y) 
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2.5 MATELAEH 和 作 图 


sin tx) | COS (Xx) 
0.s / .3 
0 0 
-由 ,5 一 心 .与 
-1 一 ] 
0 5 10 0 5 10 
in SITL (Xx) | Cos 1 
i sin (x cos fx i (0) f cos (x) 
| 
0 人 
-SD 
-0 -]00 
5 10 0 5 10 
图 2 - 13 


OM ON 


2.5.4 特殊 二 .三 维 图 形 


1. 特殊 二 维 图 形 
(1) 极 坐 标 图 :polar{ttheta,rho,s) 
用 角度 theta(l 强 度 表 示 ) 和 极 半径 rho 作 极 坐标 图 ,用 s 指定 线 型 . 
例 1 画 +r = sin 28cos 268 的 极 坐 标 图 形 . 
解 输入 人 命令: 
theta = linspace(0.2*pi); 
rho = sin(t2 *theta). wcost2*theta), 
polar(theta,rhoa, g },， 
title(l Polar plot of sin{2 *theta).*cos(2*theta) );， 
克 图 2 - 20. 
(2) 获 点 图 :scatterfX,Y,S,C) 
scatter(X,Y,8,C) 在 向 量 革 和 了 的 指定 位 置 显示 彩色 圈 . 于 和 了 了 必须 大 小 相同 . 
例 2 给 制 seamount 散 点 活 . 
load seamount 
scatter{(x,y,o,2. 
全 疼 2 -21. 
31 平 而 等 值 线 图 :Centeurt 和 7 ,Z ,已 } 
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contour(x,y,z,f) 绘制 nr 个 等 值 线 的 二 维 等 值 线 图 . 


图 2 -=2] 


“ 例 3 在 范围 =2 < <2,-2<Yy<3 内 画 s = we ”的 等 值 线 图 . 
解 ”输入 症 令 : 
[X,Y¥| Es meshgeid( = 立 2 :| 
-22213); 
= REXAD(- KK. 2 -YY. 2); 
[i] = contour(X,Y,2): 
clabeltC.h) 
colormap Cool 
风 疼 2 = 22， 
2. 特殊 的 三 维 图 形 画 数 
(1) 空间 等 值 线 图 :contour3(x,y,z,n) ,其 
中 表示 等 值 线 数 . 
例 4 山峰 的 三 维和 二 维 等 值 线 图 . 
解 ” 输入 命令 ， 
[x,y,2| = Deaks; 
suBplot{(l1 ,2,1) 
contour3(x,y,z,16,. 8') 


图 2 -22 


grid, xlabell(l x -axis ),ylabel( y 一 axis ) 
包工 各 条 E 了 I( 起 二 局 关 主 写 

title(l contour3 of peaks ); 

Bubplot(1 ,2,2) 

contour(K,y2,16,. 5s') 

grid, xlabpel( x -axis ), yiabell y ~ axis ) 
titlel' eontour Of peaks '); 
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2.5 MATLAB. 作 图 :35. 


见 图 2 -23. 


面 
本 Sm Pn 和 - 用 时 相生 寺 寺 六 性 
rE > | 
日 轩 
各 而 
外 四 
etre EF bd he hh 
符 
下 | 辣 
站 本 
[| 


了 


时 1 
本 
和 

本 -本 本 -四 面 硬 年 芋 瑟 bd hn 过 本 图 
Ed 
量 
时 


(2) 三 维 散 点 图 scatter3 

scatter3( 久 ,Y,Z,S,C) 在 向 量 节 ,了 和 ZZ 指 定 的 位 置 上 显示 彩色 圆圈 . 向 量 世 ,了 和 2 的 
大 小 必须 相同 . 

例 5 绘制 三 维 散 点 图 . 

解 和 输 人 命令 : 

[ 关 ,V 总] = Sphere(16); 

= [XC8) #5 wt:) # .75 x(:)]:; 
= [YY() #5 ys 75 (1)]: 
= [2(C:) #5 2(:) .75 z(:)]: 
= FeDmat([i .75 .5]*10,prod(size(x)),1); 
= repmat([1 23],pgrod(size(x)),1); 

scatter3(x(:) YE (3 人 (CU Eilled) ,view( -60,50) 
见 图 2 - 24 . 


中 人 到 FS 多 
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1 . 对 以 下 问题 ,编写 文件 : 
(1) 用 起 渔 法 对 10 个 数 由 小 到 大 排序 .即将 相 邻 两 个 数 比较 ,将 小 的 调 到 前 头 . 
(2) 有 一 个 4 x5 矩阵 ,编程 求 出 其 最 大 值 及 其 所 处 的 位 置 . 


(3) 编程 求 2 


(4) 一 球 从 100 m 高 度 自 由 下 落 ,每 次 落地 后 反 跳 回 原 高 度 的 一 半 ,再 落下 . 求 它 在 第 10 次 
落地 时 , 共 径 过 多 少 米 ? 第 10 次 反弹 有 多 高 ? 

(5) 有 一 函数 /zy) = x + sin x +27. 写 一 程序 , 输 人 自 变量 的 值 ,输出 函数 值 . 

2, 用 Blot,fplot 痊 制 函数 了 7 = cos(tan( mx)】 图 形 . 

3. 用 szploc 绘 制 函数 -sin(x 7Y) =0 在 [ -3,3] 上 的 图 形 . 

4 用 ezpIo 绘制 摆 线 |”- A 2] 的 图 形 

y=a(l ~ eos1), 

5. 用 Burf ,mesh 绘制 曲面 z = 2x +. 

6. 用 polar 绘制 阿 基 米 德 螺 线 上/ = a8 和 三 叶 玫 瑰 线 + = acos 30. 

7. 在 同一 平面 的 两 个 窗口 中 分 别 面 出 心 形 线 和 马鞍 而 , 要 求 : 

(1) 在 图 形 上 加 格 概 .图例 和 标注 ; 

(2) 定制 坐标 ; 

(3) 以 不 同 的 角度 观察 马鞍 面 . 
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第 3 章 线性 规划 


优化 问题 ,一般 是 指 用 “最 好 "的 方式 ,使 用 或 分 册 有 限 的 资源 , 即 劳 动力 .原材料 .机 器 . 资 
金 等 ,使 得 费用 最 小 或 者 利润 最 大 . 
建立 优化 问题 的 数学 模型 ,首先 要 确定 问题 的 决策 变量 ,用 n 维 向 量 Y = (x ,x,,…,x,) 表 
示 ,然后 构造 模型 的 日 标明 数 记 x) 和 人 允 主 取 全 的 六 围 xe 2, 旭 称 可 行 域 , 带 用 一 组 不 等 式 ( 或 等 
起 )g, (Xx) 所 0{i=1)2,…,m) 来 界定 , 称 为 约束 条 件 . 一 般 地 ,这 类 模型 可 表述 为 如 下 形式 ， 
minz = x) (1) 
Ss.4. gC(X) EDL=1,2,.… nm) (2) 
由 (1).(2) 组 成 的 模型 属于 约束 优化 , 若 只 有 (1) 世 就 是 无 约束 优 作 . f(x) 称 为 目标 函数 ， 
sz) 所 0 称 为 约束 条 件 . 
在 忧 化 模型 中 ,如果 目标 昌 数 拟 z) 和 约 更 条 件 中 的 Ex 者 是 线性 函 煞 , 则 该 模型 称 为 线性 规划 , 


3.1 线性 规划 模型 


建立 线性 规划 模型 有 三 个 基本 步 又 : 

第 一 步 , 找 出 待定 的 未 知 变 量 ( 决 策 变 量 ) ,并 用 代数 行 号 表示 人 它们 . 

第 二 步 , 找 山 问题 中 所 有 的 限制 或 约束 , 写 出 未 知 变 量 的 线性 方程 或 线性 不 等 式 . 

第 三 步 , 搁 到 模型 的 目标 或 判 据 ,写成 次 策 变 量 的 线性 函数 ,以 便 求 出 其 最 大 全 或 最 小 值 . 

例 1 生产 炊事 用 具 需 要 两 种 资源 一 劳动力 和 原材料 ,示例 司 制 定 生产 计划 ,生产 三 种 不 
同 产品 ,生产 管理 部 门 提供 的 数据 如 下 : 


: 
劳动 力 ( 小 时 / 件 ) 6 
原材料 (千克 / 件 ) 5 
一 En | 


每 天 供应 原材料 200 kg, 每 天 可 供 使 用 的 劳动 力 为 150 b. 建立 线性 规划 模型 ,使 总 收益 最 大 ,并 
求 各 种 产品 的 日 产量 . 
解 ” 第 一 步 , 人 确定 决策 变量 . 要 求 的 未 知 变量 是 三 个 产品 的 日 产量 , 几 民 数 符 号 表示 它们 , 即 
用 x ,ss,xr 分 别 表示 4,8,C 三 种 产品 的 日 产量 . 
第 二 步 ,确定 约 东 条 件 . 在 这 个 问题 中 ,约束 条 件 可 用 筋 动力 和 原材料 来 限制 . 
原材料 :4r +4x +5x <200 
劳动 力 :7x, + 3x, 二 6x 妆 150 
第 三 步 ,确定 目标 孙 数 . 本 问题 的 目标 是 使 整个 销售 利润 


| 二 |b 


[| 
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人 


=x + dX + 3X, 
最 大 . 根据 以 上 三 步 可 知 ,这 个 生产 组 合 问题 的 线性 规划 为 : 
max Z =4x, +2r, + dr. 
dx, +dxs + x < 200 
gs, tJ 7x, + 3x, +Ox. < 130 
| 


例 2 一 家 广告 公司 想 在 电视 .广播 上 做 广告 ,其 日 的 是 尽 可 能 多 地 招 绿 左 客 .下面 是 市 场 
调查 结果 : 


FE 
| 白天 | 最 佳 时 间 
一 次 广告 费用 { 千 元 ) 40 | -一 | 
受 每 下 广告 影响 的 顾客 数 (于 人) 0 本 


500 
和 太史 妆 顾 家 (于 人 im 


这 家 公司 希望 广告 费用 不 超过 800{ 千 元 ) ,还 贤 求 : (1) 至 少 灾 有 二 百 万 妇女 收看 三 告 
(2) 电视 广告 费用 不 超过 500{ 千 元 );(3) eg ge 
次 ;{4) 通过 广播 .杂志 做 的 广告 要 重复 $ 到 10 次. 


解 令 xxzyzixzs 分 别 表 示 白 天 电视 .最 佳 时 间 电 诠 .广播 .杂志 广告 的 次 数 . 于 是 广 旋 经 
费 的 约 东 条 件 为 : 


40x +73S3 +30x, + 13%, S800 
受 广 告 影响 的 女 顾客 数 的 约束 条 件 为 : 
300x +400x, +200x3 + 100x 之 2 O00 
电视 广告 的 约束 条 件 为 ; 
40x +75x, 所 S00， Xx| 守 3 ,Xj 学 2 
由 于 广播 和 杂志 广告 的 次 数 部 在 3 到 10 之 则 ,于 十 
5 x 10,35 寺 x 和 10 
港 在 的 顾客 数 :2 =400x，+900x, + 500x; +200x,, 故 完整 的 线性 规划 如 下 : 
max Z =400x, +900x, + 3500x, + 200x, 
40x, + 75x, + 30x + lSx, 800 


300x, + 400x, + 200x, + 100x, 宇 2 O00 


A0x + ?3x, 所 300 
| 宇 3 
全 之 2 
Ss, + 
六 5 
x3 三 10 
X53 
x 所 10 


x 0,i=],2,3,4 
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3.2 用 MATLAD 二 化 工具 箱 解 各 性 规划 " 39 ， 


数学 建 模 中 线性 规划 模型 的 常用 解法 :线性 规划 问题 的 求解 在 理论 上 有 单纯 形 法 ,在 实际 建 
模 中 常用 以 下 解法 ; 

1. 图 解法 ; 

2、DLINGO 软件 包 ， 

3. Excel 中 的 规划 求解 ; 

4. MATLAB 软件 包 . 

下 面 主要 介绍 线性 规划 模型 的 MATLAB 软件 包 解 法 和 LINGO 软件 包 解 法 . 我 们 通过 -- 
立 的 例题 来 说 明 建 立 模型 和 模型 求解 的 方法 . 


3.2 用 MATLAB 优化 工具 箱 解 线性 规划 


MATLAB 软件 求解 线性 规划 的 命令 如 下 : 
1. x = linprog(c,A,b) 
用 于 求解 模型 : 


IE 
济 


min zs 二 c (1) 
8. ii, AX 
2. x=1inprog{(c,A,b,Aegq,beqg) 
用 于 求解 模 刚 ， 
tmin 3 二 和 (2) 
A 和 Eb 
| “到 二 er 
若 没 有 不 等 式 约 束 :AX5, 则 令 A=i] ,b=|]， 
3. x=l1inprog(c,A,b,heq,bedq,vlb,vup) 


min z=c (3) 


了 
s. |. a * X= beg 


vb 反 帮 所 YDh 

戎 没 有 等 式 约束 :4eqg :车 =beq, 则 令 Aeq =[] ,beg=|[|]. 

4 .X=1inprog(c,A,b,AMed, bed,vib,vub, Xo,) 

也 用 于 求解 模型 (3) ,其 中 Xe 表示 初 怒 点， 

5 | ll 

返回 最 优 和 解 x 及 x 处 的 目标 函数 值 fval. 

注 ,1inprog 对 应 看 MATLAB 5.3 中 的 lp .lp 提前 在 6.3 厂 中 仍 能 使 用 ,但 在 以 后 的 新 版 
本 中 将 废除 . 

酌 1 任务 分 配 问题 : 某 车 间 有 甲 . 乙 两 台 初 床 , 可 用 于 加 工 三 种 工件 . 很 定 这 两 台 和 车床 的 可 
用 台 时 数 分 别 为 800 和 900, 三 种 工件 的 数量 分 别 为 400 .600 和 500, 朋 已 知 用 三 种 不 同 车 床 加 
工 单位 数量 不 同 工 件 所 需 的 台 时 数 和 加 工 费 用 如 下 表 . 问 怎 样 分 配 车 床 的 加 工 任 务 ,才能 既 满足 
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车 床 单 你 工件 的 加 工 费 用 可 用 
类 型 工件 1 | 台 时 数 
息 04 | i 1.0 800 
2 | EE 00 


解 ” 设 在 甲 车 床上 加 上 上 件 1.2.3 的 数量 分 别 为 、%;、%3 ,在 乙 车 床上 上 加工 工作 1.2.3 的 
数量 分 别 为 x .xs ,x6. 可 建立 以 下 线性 规划 模型 : 
min z= 13x, +9x, 十 10x; + llx, + 1l2xs + Bxe 
x + = 400 
x + = O00 
Y 十 和 = SO0 
0. 4x, + 1 1。 +%; E800 
OD, Sx, +1, 2x +1.3x, EH0U 
x=] 之 


虞 写 为 
过 1 
了 3 
1 
minz=[13 9 10 11 12 38} 
六 4 
让 
， 
| 


0 0 0 0.5 12 1.3|x, :~|900 
ss 
过 6 
六 ] 
小 2 
1 0 gg 1 0 0 x, oon 
s.1 0 ] 0 0 1 0 =| 600 
00 10 0 本 | Lso0 
二 5 
6 
| 
汶 ， 
“1 |=0 
和 
Ts 
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3.2 用 MATLAB 优化 工具 箱 解 线性 规划 “ 41 


编写 M 文件 xxgh3 .m 如 下 : 
f=[1i3910 11128|]: 
A=[0.41.11000 
O000.51.21.3|;. 
p=[800;900 |]:; 
Legqg=1100100 
010010 
001001|: 
bea = [400 600 500 ] ; 
vlb = 二 电工 口 (和 ,二 ) 
vub = [| ]; 
[x,fvall 二 linprog(f,A,b,Aed,bedgq,vib,vub) 


DA0Q0 
EO0 .00U00 
ANDD 
A400 .0000 
0.0000 
SQ00 .00UU 
fval = 
1 .3800e 起 站 人 
于 在 甲 机 床上 加 工 600 个 工件 2, 在 乙 机 床上 加 工 400 个 工件 1 .500 个 工件 3, 可 在 满足 条 
件 的 情况 下 使 总 加 工 恬 最 小 ,为 13 800. 
例 2 某 厂 每 日 8 小 时 的 产量 不 低 于 1 800 件 . 为 了 进行 质量 控制 ,计划 聘请 两 种 不 同 水 平 
的 检验 员 . 且 每 种 检验 员 的 日 产量 不 高 于 1 800 件 . 一 级 检验 员 的 标准 为 :速度 25 件 / 小 时 ,正确 
率 98 镶 ,计时 工资 4 元 /小 时 ;二 级 检验 员 的 标准 为 :速度 15 件 / 小 时 ,正确 率 邱 名 ,计时 工资 3 
元 /小 时 . 检验 员 每 错 检 一 次 ,工厂 要 损失 2 元 . 为 使 总 检验 费用 最 省 ,该 工厂 应 聘 一 级 .二 级 检验 
员 种 几 和 名 ? 
解 ” 设 需要 一 级 和 二 级 检验 员 的 人 数 分 别 为 x x*; , 则 应 付 检 验 员 的 工资 为 
B x Xxx, 十 久光 汪汪 = 3x +2dx, 
因 检 验 员 错 检 而 造成 的 损失 为 
(8 x25 x2% xx) + X15 XI xz) x2 = Bx + 12x; 
故 目 标 晃 数 为 
min z= (32x +24x,) + (Bs + 12x) = 40x, + 30%, 
约束 条 任 为 
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一 


8 x25 XY 十 出 X15 xx,1 300 
8 x25 xx EL 800 
$s x13 x El OU 
x Ot=1,2 
即 得 线性 规划 模型 
min z= 440x, + 230%; 
和， 十 了 YY 443 
9 


s. +. 
| 


7, 安 0 ,i =] ,2 


咱 | 
改写 为 : min z= {40 | | 


革 


站 


也 


S. 土 。 
品 | 9 
< <| | 
编写 人 M 文 件 xx9h4 .m 如 下 : 
c=|40:36|]; 
A=| 5 31: 
S| = 
Se el | 
beq =|[ |]; 
vlb = zeros{t2,1); 
vub=[9:15 | 
s 然后 调用 linprog 晒 数 
[x,fval] =l1inprog(c,B,b.Aedq,begq,vlb,vub) 
和 结 军 为 : 
x 二 
号 .DOOD 
DO00U0 
fwval =3t0 
妇 只 需 聘 用 98 个 一 朋 榨 验 抽 . 
注 : 本 问题 应 还 有 - -个 约束 条 件 :x, za 取 整 数 , 故 它 是 一 个 整数 线性 规划 问题 ( 见 第 4 章 ). 
这 里 把 它 当 成 一 个 线性 规划 来 解 , 求 得 其 晤 优 解 刚好 是 整数 ;x， =9,x， =0, 故 它 就 是 该 整数 规划 
的 晤 优 解 . 若 用 线性 规划 解法 求 得 的 最 优 解 不 是 整数 ,将 其 取 整 后 不 一 定 是 相应 整数 规划 的 最 优 
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3.3 用 LINGO 解 瞄 性 规划 43 : 


上 
和 


解 ,这 样 的 整数 规划 应 用 LINGO 求解 


3.3 用 LINGO 解 线性 规划 


LINGO 是 一 个 利用 线性 规划 和 非 线性 规划 来 简洁 地 阐述 .解决 和 分 析 复 杂 问 题 的 简便 工 
具 . 其 特点 是 程序 执行 速度 很 快 ,易于 输入 .修改 .求解 和 分 析 一 个 数学 规划 问题 ,因此 LINCO 在 
教育 .科研 和 工业 界 得 到 了 广泛 应 用 .教学 版 和 发 行 版 的 主 变 区 别 在 于 对 优化 问题 的 规模 (让 量 
和 约束 的 个 数 ) 有 不 同 的 限制 . LINGO 软件 包 有 多 种 版 本 ,但 其 软件 内 核 和 使 用 方法 类 拟 . 详细 
情况 串 上 隔 访 间 LINGOQ 软件 网 站 www. lindo. com， 

LINGO 是 用 来 求解 线性 和 非 线性 优化 问题 的 简易 工具 . LINGO 内 置 了 一 种 建立 最 优化 模型 
的 语言 ,可 以 简便 地 表达 大 规模 问题 ,利用 LINGO 高 效 的 求解 器 可 快速 求解 并 分 析 缩 果 . 


3.3.1 软件 简介 
LINGO 软件 能 求解 的 优化 模型 


Se 


9! 本 四国 国 本 大国 因 林村- 呈 了 mumrrTrTT rT CE de 
a 于 


一 一 一 一 一 一 和 2 


i :| 线性 规划 二 次 规划 | 
:| CP cp | 


一 


人 


使 用 LINGO 的 一 些 注意 事项 ， 

(1)“ >”( 或 * <") 号 与 "> =”( 或 "< =") 功 能 相同 ; 

(2) 变量 与 系数 间 可 有 空格 (其 至 回 车 ) ,但 无 运算 符 ; 

(3) 变量 名 以 字母 开头 ,不 能 超过 8 个 字符 ; 

(4) 变量 名 不 区 分 大 小 写 ( 包 括 LINGO 中 的 关键 字 ); 

(5) 第 一 行 通 常 为 “medel:”, 第 二 行为 目标 兽 数 ,如 min =7* xl +3* 台 ,第 三 行 开始 为 约 

束 条 件 ; 

(6) 行 结 束 为 ";”; 

(7 行 中 注 有 “1” 符 号 的 后 面部 分 为 注释 ,如 : 
| H's Comment. 

(8) 在 模型 的 任何 地 方 都 可 以 用 "TITLE” 对 模型 命名 (最 多 72 个 字符 ) ,如 : 
TITLE This Model is only an Example 

(9) 表达 式 应 化 简 , 如 2*#XL+3+rX2 -4*#X1 说 写成 -2 Xl + 了 * 2; 
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下 一 


(10) 以 "ENP" 语句 作为 程序 的 结束 ; 
{11) “KEND"” 前 对 0 一 1 变量 说 明 ;@ INT(name)】); 
(12} “END” 前 对 整数 变量 说 明 :;@ GIN{ name). 


3.3.2 应 用 软件 算 例 


下 面 我 们 通过 一 个 集 单 的 例子 来 说 明 LINGO 软件 色 的 使 用 方法 . 

例 1 一 奶 制 品 加 工厂 胃 牛 奶 生 产 4 ,4A, 两 种 奶 制 品 ,! 桶 牛奶 可 以 在 甲村 局 用 12 小 时 加 
工 成 3 公斤 4 ,或 者 在 乙 车 闻 用 8 小 时 加 工 成 4 公斤 4 根据 市 场 需求 ,生产 的 4 ,4 全 部 能 上 售 
出 , 且 每 千克 4, 获 利 24 元 ,每 千克 4, 获 利 16 元 . 现在 加 工厂 每 天 能 得 到 50 全 部 能 售 出 , 且 每 
千 殉 4, 效 利 24 元 ,每 千克 4, 获 利 16 元 . 现在 加 工厂 每 天 能 得 到 50 桶 午 如 的 供应 ,每 天 正式 荆 . 
人 总 的 劳动 时 间 480 小 时 .并且 甲 车 间 每 天 宇多 能 加 工 100 千克 4,, 乙 车 间 的 加 工 .能 力 没 有 限 
制 - 试 为 该 三 制定 一 个 生产 计划 ,使 每 天 获 利 最 太 , 并 进一步 讨论 以 下 3 个 附加 回 题 : 

(1) 车 用 35 元 可 以 买 到 工 桶 牛奶 ,应 否 作 这 项 投资 ? 若 投 资 ,每 天 最 多 购买 多 少 桶 牛奶 ? 

《2) 若 可 以 苯 轩 临 时 十 人 以 增加 劳动 时 间 , 付 给 临时 工人 的 工资 最 多 是 几 元 每 小 时 ? 

(3) 由 于 市 场 需求 变化 .每 千克 4, 的 获 利 增加 到 30 元 ,应 否 改 变 生 产 计划 ”? 

设 每 天 用 x, 桶 牛奶 加 工 4 ,x, 桶 牛奶 如 工 4 , 则 模型 代码 如 下 ; 
mAaXx = 12 * XI 十 自生 来 区 呈 
其 +X2 < =50. 
la*Xl + Xo < =480， 
3 Xl] < =100，; 
求解 这 个 槛 型 并 做 灵敏 性 分 析 ,结果 如 下 : 


Global cptimal solution found at iterat1i1on: 0 
objective vaAlue: 3 .O00 
Variablile Value Reduced Cost 
XxX1 20 .00000 0 .O00U0O00 
区 之 30.00000 D0.000000 
Row Slack or SuLrplus Dual Price 
1 3360 .000 1 .000000 
2 DOO000 A48 .00000 
3 D0000000 2 .000000 
4 40 .00000 0 .000000 


Ranges in which the basis i193 unchanged: 


Objective Coefficient RAangyges 


Curront LLll1lowablie ALllOwabdle 
Variable Coeff Licient THCIreASe Decrease 
区 T7200000 24d .00000 8 .000000 


2 自生 ,0000U 8.00000U0 lb.00000 
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Righthand Side Ranges 


ROW CUurrent AlloOwable Allowable 
RHS TNCrease DEI 全 NS 
2 5 N00UD i100 .00000 Bb .66667 
3 480 .0000 3 .33333 380 .00000 
本 100.0000 INFINITY 40 .00000 


结果 告诉 我 们 :这 个 线性 规划 的 最 优 解 为 x, = 20,x, =30, 最 优 值 为 z=3 360, 即 每 天 用 20 
桶 牛奶 生产 4, ,30 桶 牛奶 生产 4, ,可 获 最 大 利润 3 360 元 . 输出 中 除了 告诉 我 们 问题 的 最 优 解 和 和 
最 优 值 以 外 ,还 有 许多 对 分 析 结 果 有 用 的 信息 ,下面 结 合 题目 中 提出 的 3 个 附加 间 题 给 对 说明 .3 
个 约束 条 件 的 右 端 不 妨 看 作 3 种 “资源 ” ;原料 .劳动 时 间 、 车 间 甲 的 加 工 能 力 , 输出 中 Slack or 
surplus 给 出 这 3 种 资源 在 最 优 解 下 是 否 有 剩余 :原料 ,劳动 时 间 的 剩余 均 为 零 , 车 间 甲 肖 余 
40 于 殉 加 工 能 力 . 

目标 函数 可 以 看 作 “ 效 益 " ,成 为 紧 约 束 的 “资源 "一 旦 增加 ,“ 效 益 ” 必 然 跟 着 增长 .输出 中 
Dual Prices 给 出 这 3 种 资源 在 最 优 解 下 "资源 "增加 1 个 单位 时 “效益 ”的 增 量 :原料 增加 1 
个 单位 (1 桶 牛奶 } 时 利润 增长 48 元 ,劳动 时 间 增 加 1 个 单位 (1 小 时 ) 时 利润 增长 2 元 ,而 增加 
非 紧 约束 车 间 甲 的 能 力 显然 不 会 使 利润 增长 . 这 里 , “效益 ”的 增 量 可 以 看 作 “ 资 源 " 的 潜在 价值 ， 
经 济 学 上 称 为 影子 价格 , 即 1 桶 牛奶 的 影子 价格 为 48 元 ,1 小 时 劳动 的 影子 价格 为 2 元, 车间 甲 
的 影子 价格 为 零 . 读者 可 以 用 真 接 求 解 的 办 法 验证 上 面 的 结论 ,即将 输入 文件 中 原料 约束 右 端的 
50 改 为 51, 看 看 得 到 的 最 优 值 (利润 ) 是 否 恰 好 增长 48 元 . 玫 影 子 价格 的 巾 念 很 容 务 回答 附加 
问题 (1) :用 35 元 可 以 买 到 1 桶 牛奶 , 低 于 1 桶 牛奶 的 影子 价格 48 ,当然 应 该 做 这 项 投资 . 回 管 
附 吉 问题 (2) :聘用 临时 工人 以 增加 劳动 时 间 , 付 给 的 工资 低 子 劳动 时 间 的 影子 价格 才 可 以 增加 
利润 ,所 以 工资 最 多 是 每 小 时 2 元 ， 

目标 酉 数 的 系数 发 生变 化 时 (假定 约束 条 件 不 变 ) ,最 优 解 和 最 优 值 会 改变 吗 ? 这 个 问题 不 
能 简单 地 回答 . 上面 输 出 给 出 了 最 优 基 不 变 条 件 下 日 标 函 数 系数 的 允许 变化 范围 :x, 的 系数 为 
(72 -8,72 +24) = (64,96) ;x, 的 系数 为 (64 -16,64 +8) = (48,72). 注意 ;xi 系数 的 允许 范围 
需要 x, 系数 64 不 变 ,反之 亦 然 , 由 于 目标 函数 的 费用 系数 变化 并 不 影响 约束 条 件 ,因此 此 时 最 
优 基 不 变 可 以 保证 最 优 解 也 不 变 , 但 最 优 值 变化 . 用 这 个 结果 很 容易 回答 附加 问题 (3) :者 每 于 
克 4 的 获 利 增加 到 30 元 , 则 x, 系数 变 为 30 x3 =90, 在 允许 范围 内 ,所 以 不 应 改变 生产 计划 ,但 
最 优 值 变 为 30 x20 +64 x30 =3 720. 

下 面 对 * 资 源 ” 的 影子 价格 作 进一步 的 分 析 . 影子 价格 ( 即 在 最 优 解 下 “资源 "增加 1 个 单位 时 
“效益 "的 增 量 ) 的 作用 是 有 限制 的 , 每 增加 1 桶 牛奶 利润 增长 48 元 (影子 价格 ) ,但 是 ,上 面 输出 的 
Current RHS $Allowaple Increase 和 A211lowable Decrease 人 出 了 影子 价 格 有 意义 条 
件 下 约 东 右 端 的 限制 范围 :原料 最 多 增加 10 桶 牛奶 ,劳动 时 间 最 多 增加 53 小 时 . 现在 可 以 回 管 附 
加 问题 (1) 的 第 2 问 : 虽 然 应 该 批准 用 35 元 买 1 桶 牛奶 的 投资 ,但 每 天 最 多 购买 10 桶 牛奶 , 同时 街 
到 ,可 以 用 低 于 每 小 时 2 元 的 工资 聘 下 临时 工人 以 增加 劳动 时 间 ,但 最 多 增加 有 ,333 3 小 时 . 

需要 注意 的 是 :灵敏 性 分 析 给 出 的 只 是 最 优 基 保持 不 变 的 充分 条 件 , 而 不 一 定 是 必 村 条件 . 
比如 对 子 上 面 的 问题 , “原料 最 多 增加 10 桶 牛奶 ”的 含义 只 能 是 “原料 增加 10 桶 牛奶 "时 最 优 基 
保持 不 变 , 所 以 影子 价格 有 意义 , 即 利润 的 增加 大 于 牛奶 的 投资 . 反 过 来 ,原料 增加 超过 10 情 牛 
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奶 ; 影 子 价 赂 是 否 一 定 没 有 意义 ? 最 优 基 是 查 一 定 改变 ? 一 般 来 说 ,这 是 不 能 从 灵敏 性 分 析 报 告 
中 直接 得 到 的 , 此 时 ,应 该 重新 用 新 数据 求解 规划 异型 ,才能 做 出 判断 .所 以 ,从 正 带 理解 的 角度 
来 看 ,我们 上 面 回答 "原料 最 多 增加 10 桶 牛奶 "并 不 是 完全 科学 的 ， 

1, 状态 窗口 {LINGO Solver Status) 


LIWD Sojvor Siatos [LWG0)] 


Vrishlen 一 一 一 Conatraints 1 前 状态 : 太 最 优 解 
a | aa 4 选 代 次 数 :1 次 
ph 4 || 约束 不 满足 的 "“ 量 "(不 是 “约束 个 
| Cptimzer Status | Wonreres : 于 " ) :0 
| 2 Py A aliner 日 当前 的 目标 值 :3 360 
| PE 0 Mamory Ured 分 支 数 ,4 
1 习 恒 后 加 1 i i | 
和 Wh | ERRORNCTT 所 用 时 间 :0. 00 秒 ( 太 快 了 ,还 不 到 
目 证 HA 00 p000 0.005 秘 ) 
一 刷新 本 界面 的 间隔 :2( 秒 ) 


. Clare | 
Update EE 


图 3--] 


2， 统计 报告 [ReportyStatistics) 

ROWS = 4 Vars = 2 No .integer vare = 0 ‘(all are linear,) 
Nonzeros = 10 Constraint nomz = 2 Ff + - 1) Density =0 .833 
smallest nd largest elements 1n abs Value = 1.00000 a80 ,000 
NO, <: 3 No, =: MNO. 3 : 0, DbJI EMAX, GUBS < = 1 

single cols = 0 


第 一 行 ;模型 有 4 行 (约束 3 行 ) ,2 个 变量 ,两 个 整数 变量 (没有 0 一 ! 变量 ). 
第 二 行 ; 非 零 系数 10 个 ,约束 中 非 零 系数 5 个 (其 中 2 个 为 1 或 -1) ,模型 密度 为 0.883( 密度 = 
韭 零 系数 /[ 行 数 * (变量 数 +1)])， 
第 三 行 ; 按 绝对 值 看 ,系数 最 小 ,最 大 分 别 为 ] 和 480， 
第 四 行 : 模 型 目标 为 极 小 化 ;小 于 等 于 ,等 于 ,大 于 等 于 约束 分 别 有 3:0.0 个 ;广义 上 界 约束 
(GUBS) 不 超过 1 个 . 所谓 GUBS, 是 指 一 组 不 含有 相同 变量 的 维 东 ， 
第 五 行 ; 只 售 I 个 变量 的 约 东 个 数 =0 个 :元 余 的 列 数 =0 个 ， 
3， 灵 敏 性 分 析 ( Range,Ctrl+R) 
用 该 命令 产生 当前 模型 的 灵敏 性 分 析 报 告 :研究 当 目 标 函 数 的 费用 系数 和 约 东 右 端 项 在 什 
么 范围 变化 ( 此 时 假定 其 他 系数 不 变 ) 时 ,最 优 基 保持 不 变 . 灵敏 性 分 析 是 在 求解 模型 时 作出 的 ， 
因此 在 求解 模型 时 灵敏 性 分 析 基 激活 状态 ,但 是 默认 蚌 不 激活 的 .为 了 向 活 灵 艇 性 分 析 , 运 行 
LINGO1Options.… ,选择 General Solver Tab ,在 Dual Computations 列表 框 中 ,选择 Prices and Ranges 
选项 . 灵 艇 性 分 析 耗 费 相当 多 的 求解 时 间 , 因 此 当 速 度 很 关键 时 ,就 没有 必要 激活 它 . 
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例 2 《〈 奶 制品 的 千 产 销 骨 计划 ) 

例 1 给 出 的 每 件 不 变 . 为 了 增加 工厂 的 获 利 , 开 发 了 奶 制 咒 的 深加工 技术 :用 2 小 时 种 3 元 
加 工 费 ,可 将 1 于 克 有 4 加工 成 0.8 千克 高 级 新 制 船 8B,, 也 可 将 1 千克 4, 加工 成 0.75 干 克 高 级 
奶 制品 旦 , ,每 千克 B, 能 获 利 44 元 ,每 干 克 8, 能 效 利 32 元 , 试 为 该 三 制定 一 个 生产 计划 ,使 每 天 
效 利 最 太 , 并 进一步 讨论 以 下 2 个 附加 问题 : 

1) 车 投资 30 元 可以 增加 供应 1 情 牛 奶 , 投 资 3 元 可 增加 1 小 时 劳动 时 间 ,应 理 作 这 项 投 
资 ? 车 每 天 投资 150 元 ,可 赚 回 多 少 ? 

2) 每 干 克 高 级 奶 制 品 8, .8B, 的 获 利 经 常 有 10 免 的 波动 ,对 制定 的 生产 销售 计划 有 无 影响 ， 
若 每 于 克昌 获 利 下 降 10 名 ,计划 应 该 变化 吗 ? 

(1) 符号 说 明 

设 出 售 * 千克 4 千克 加 ,xy 干 克 B,,xs 下 克 囊 ,rs 干 克 4, 加 工 可 ,xs 千克 4 加 工 吾 . 

(2) 建 科 模型 

日 标 胃 数 :max z=24x + 16x, +44x, + 32x, 一 了 5 — 3xs 

约束 条 件 : 

: 十 区 5 省? 直下 


1) 原料 供应 :一 一 + 一 一 所 30 


2) 劳动 时 间 :4(x, + xX) +2(x) + Xs) 二 24 +2x6 480 
3) 可 工 能 力 :x +xys100 
4) 附 吉 约束 :x; =0, 8x, ,x =0.75x。 
$5) 非 负 约束 ;x ，… ,x6 宇 0 
所 以 模型 为 : 
max 2 二 24x, + 16x, +44x, + 32x, — 3x, 一 区 
dx, + 3x, 十 和 44 + 3x: SOVV 
4x +2x, + Ox +4xe S480 
% + x E100 
x = U0, Bx 
x, =0. 7x 


二] 人 ,XX 宇 届 


(3) 模型 求解 
1) 程序 
model: 
title 奶 制 品 的 生产 销售 计划 
MAX 一 这 和 水 并 1 二 二 旦 于 其 2 十 和 条 水 其 3 二 站 区 4 一 了 本 XD 一 3 4* Xb，, 
凡 本 其 1 十 了 水 其 了 十 和 村 夷 日 十 了 洒 其 日 二 日 日 ; 
由 本 商 1 十 有 水 XD 十 而 于 殿 汪 十 和 于 区 二 本 有 3 
区 十 XD <1D0U., 
Ww3 =0 .人 水 基本 
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A = .7 * wh, 

End 
2) 计算 结果 
Global optimal soluticon found at iteration.: | 
Oective value: 3460 .800 


Model Title: 奶 制品 的 生产 销售 计划 


Variable Value Reduced Cost 
Rl D000000 1 .bbBUVQOU 

区 之 168.0000 D0 000000 

六 3 19.20000 0 .000000 

| DO.000000 0 000000 

六 24.00000 0.000000 

Xb QOD0O0U0OD 1 .S2000u 
Row Slack or SUurplus Dual Price 

1 3460 .800 1] .000000 

2 U000000 3.160000 

了 O00000 3.260000 

了 7.00000 OOOUVD 

了 0.000000 44 .00000 

B D000U0OU0 32 .00000 

结论 :该 厂 制定 的 一 个 生产 计划 ,使 每 天 获 利 最 大 值 为 3 460. 800. 


问题 的 解答 
1) 若 投 资 30 元 可 以 增加 供应 1 桶 牛奶 , 抽 资 3 元 可 瑞 如 1 小 时 劳动 时 间 , 应 否 作 这 项 投 
车 每 天 投资 150 元 ,9 吕 赚 回 多 少 ? 
因为 增加 1 桶 牛奶 使 利润 增长 3.16 x12 =37.92; 增 加 1 小 时 时 间 使 利润 增长 3.26. 
所 以 投资 150 元 增加 5 桶 牛奶 ,可 泣 区 189.6 元 . (大于 增加 时 间 的 利润 增长 .) 
2) 每 干 克 高 级 奶 制 节 8, .8, 的 获 利 经 常 有 10 名 的 流动 ,对 制定 的 生产 销 此 计划 有 无 影响 ， 
若 每 千克 B, 获 利 下 降 10 吕 ,计划 应 该 变化 吗 ? 
做 灵敏 性 分 析 : 


Ranges in which the basis is unchanged: 


资 ? 


OPIjective Coetticient Ranges 


Current Allowable Allowable 

Varliable Coefficlent INCrease Decrease 
Xl 24.00000 1 ,880000 INFINITY 

2 16 .00000 8150000 2.100000 

X3 44 .JOU000 19.75000 3 .1666687 

共生 32.00000 2 .026661 INFINITTY 

X35 -3.000000 1l5.80000 2 .533333 

XE -3 .000000 1 .S520000 INFINITY 
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3.3 用 LINGO 般 线 性 规划 " 49 ， 


Righthand Side RANges 


ROw CUrFIERt Allowable Allowalyle 
RHS Increase Dectreaesa 
2 B00.0000 ij20 .0000 280 .0000 
3 480.0000 2 0 B00 .00000 
4 L900 QO00 INFINITY 6 .00000 
5 bb INFINITY 1S9.20000 
6 0 .0 LINFINITY 0 .DD 


显然 可 以 着 出 :8B, 获 利 下 降 10% , 趣 出 x, 系数 介 许 范围 (4.4 >3.166667); 
8, 获 利 上 升 10% ,超出 %, 系数 允许 范围 {3.2 >2.026067). 
结论 :每 千克 高 级 奶 制品 B .8, 的 获 利 经 常 有 10% 的 波动 ,对 制定 的 生产 销售 计划 有 影响 ， 
生产 计划 应 重新 制定 :比如 将 %, 的 系数 改 为 39.6 计算 ,会 发 现 结果 有 很 大 变化 . 
例 3 其 储 蔓 所 每 天 的 营业 时 间 为 上 午 9:00 到 下 午 17:00 ,根据 经 验 , 每 天 不 同时 间 段 所 需 
要 服务 员 的 数量 为 : 


时 间 段 ! 时 ) 9 ~ 1D I0 -11 1l~12 | 12~13 13 ~ 14 15~16 16 ~ 17 


| 4 | 3 | 4 | ¢ | 5s | 6s 8 8 


储蓄 所 可 以 座 用 全 时 和 半 时 两 类 服务 员 . 全 时 服务 员 每 天 报酬 为 100 元 ,从 上 午 9:00 到 下 
午 17:00 工作 ,但 中 午 12:00 到 下 午 14:00 之 辣 必 须 安排 1 小 时 的 午餐 时 间 ; 储 蔓 所 每 天 可 以 殿 
用 不 超过 3 名 的 半 时 服务 员 ,每 个 半 时 服务 员 必 须 连 续 工 作 4 小 时 ,报酬 为 4 元 , 问 ; 

1) 该 储蓄 所 应 该 如 何 容 用 多 时 和 半 时 两 类 服务 员 ? 

2) 如 果 不 能 雇用 半 时 服务 员 ,每 天 至 少 增加 多 少 经 绕 ? 

3) 如 果 雇 用 尘 时 服务 员 的 数量 没有 限制 ,每 天 可 以 减少 多 少 经 驱 ? 

《1) 数学 建 模 
符号 说 明 :x1 ,x2 分 别 为 全 时 服务 员 存 12: 00 ~13:00 和 13:00 ~14:00 安排 午餐 的 人 数 ;y1， 
y2 y3 .v4.y5 分 别 为 从 9:00 .10:00 .11:00 .12:00 .13:00 开始 工作 的 半 时 服务 员 人 数 ， 
moael: 
titlie 银行 招聘 计划 |; 
mn 
其 1 + X22 ty > 
xXl +X2 二 YY +Y2 >8; 
Kl + XZ + Yl +Y2 +YS > 

KI + YL +Y2 +Ya FY >»; 


Xl +Y23 +Y3 +Y4 +TYD >4; 
Xl1 + Ke +Y3 +Yd + Yo >b6， 
Xl + Xs +rYd4 +YD >9, 


Kl 十 其 2 二 Yh 2 
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. 50 . 第 3 章 线性 规划 
yl +Y2 +Y3 +Y4 +YyS <4; i (1) 问 
| yl +Yy2 +Y3 +Y4 +Y5 <0; 1 (2) 问 
| YL Fy2 TY YT 0 1 {3) 问 
@ gin(x1);8 gin(x2) 8 ginty1) ea gin(y2);8 ginty3);8 gin(yd4);@ gin(y5); 
安放 习 
(2) 模型 解答 
对 (1) 问 有 如 下 计算 结 冬 . 
RoOwS = 10 Vars = 7 No.integer vars = 6 {all are linear) 
NONzZeros = S55 Constraint nonz = 39t 39 are + —- 1 Density =0.688 
smallest and largest elements in abs value = 1.00000 100.000 
NO .<: 1 NO,=: DQ NO.>: 8 ,0b] =MIN,GUBS < = 这 
Single cols= 0 
OPtIimMmal scout1ion tound at step: 8 
ObjJective value: 820.0000 
Eranch count: 1 
Model Title: 银 行 招聘 计划 
Variabhlie Value Reduced Cost 
KX1 2 .0000U0 U0000000 
XK 5 .000000 D0000000 
Y1 二 .000000 40 .00000 
Y2 D0000000 40 .00000 
Y3 D0000N00 A0 00000 
Ya 2 .000000 A0 .N000 
Yh 0 .0000000 -0.00000 
ROWw Slack or Surplus Dual Price 
1 3820 .0000 1 .000000 
2 3.000000 O0000U000 
3 O0000000 D0 AO000000 
4 2 .000000 0 .0000000D 
5 3 .0000900 O0000000 
6 dO .DOO00000 O0000000 
7 3.000000 O0000000 
8 0 .0000000 D O000000 
9 0.0000000 -i100 .0000 
10 1 000000 O0000000 


由 此 可 知 ,该 包 蕾 所 应 雇用 ?7 名 全 时 服务 员 ,其 中 安排 2 人 在 12 时 ~13 时 用 午餐 ,其 余 5 人 
在 13 时 ~14 时 用 午餐 ;并 在 10~14,12 ~16,13 ~17 三 时 段 各 雇用 1 名 半 时 服务 员 ,符合 要 求 且 
花费 最 少 ,为 820 元 . 
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3.4 建 模 案 例 : 投 次 的 收益 和 风险 . 51. 


re 


用 LINGO 类 和 似 可 得 (2) (3) 的 结论 : 
(2)' 如 果 不 能 雇用 半 时 服务 员 , 每 天 至 少 增 加 80 元 ; 
(3)' 车 座 用 半 时 服务 员 的 数量 没有 限制 ,每 天 可 以 减少 经 费 260 元 . 


3.4 建 模 案 例 : 投 资 的 收益 和 风险 


3.4.1 问题 的 提出 


市 场 上 天 种 贤 产 5S.(i=1,2,… ,nn) 可 以 选择 作为 投资 项目 , 现 用 数额 为 彬 的 相当 大 的 资 
金 作 一 个 时 期 的 投资 . 这 种 资产 在 这 一 时 期 内 购买 5, 的 平均 收益 举 为 7,, 风 险 损失 率 为 9,. 投 
资 越 分 散 , 总 的 风险 越 小 ,总 体 风 险 可 用 投资 的 5, 中 最 大 的 一 个 风险 来 度 明 . 

购买 $ 时 要 和 付 交 易 费 ( 费 率 p;) , 当 购 拓 额 不 超过 给 定 值 二 时 ,交易 费 按 购 关 4, 计算 . 另外 ， 
假定 同期 银行 存 葡 利率 是 m(Cm = 和 ) , 既 无 变易 费 又 无 风险 . 

已 若 n=4 时 相关 数据 如 下 : 


试 给 该 公司 设计 一 种 投资 组 合 方案 , 姑 用 给 定 的 资金 村 ,有 选择 地 购买 若干 种 资产 或 存 银 行 生 
尽 , 便 兆 收益 尽 可 能 太 , 且 总 体 风 险 尽 可 能 小 . 


3.4.2 基本 假设 和 符号 规定 


基本 假设 : 
. 投资 数额 型 相当 大 ,为 了 便于 计算 ,假设 好 =]; 
. 投资 越 分 散 ,总 的 风险 越 小 ; 
- 总 体 风 险 用 投资 项 日 $. 中 最 大 的 一 个 风险 来 度量 ; 
,于 和 炸 资产 3 之 问 是 相互 独立 的 ; 
- 在 投资 的 这 -一 时 期 内 ,r,,p,,4;,7 为 定 值 ,不 受 意外 因素 影响 ; 
. 兆 收 益 和 和 总体 风险 只 受 7,,p,,9. 影响 ,不 受 其 他 因 雯 干扰 ， 
符号 规定 : 
5 一 一 第 i 种 投资 硕 目 , 如 股票 ,债券 
fyPin 四 一 一 分 别 为 5, 的 平均 收益 率 、 交 易 费 率 .风险 损失 率 
5, 的 交易 定额 ro 同期 银行 利率 
投资 项 目 S$, 的 资金 4 一 一 投资 风险 度 
9 一 一 总 体 收 益 A0 一 一 总 体 收益 的 增 量 


Tm th 


下 ， 


立 | 


一 
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3.4.3 问题 分 析 与 模型 建立 


Ls 总 体 区 险 用 所 投资 的 5 中 最 大 的 一 个 风险 来 衡量 , 即 max!lgqx, = 人 ,| 。 
2 购买 $, 所 付 交 易 费 蚌 一 个 分 段 隔 数 , 即 
和 
0 pe 党, 本 下 ， 
而 题 日 所 给 定 的 定 值 s.( 单 位 :元 ) 相 对 总 投资 机 很 小 ,piu, 更 小 ,可 以 忽略 不 计 ,这 样 购 买 $, 的 
涪 收 益 为 (7T, 一 中) 
3， 要 使 着 收益 尽 可 能 大 ,总 体 风 险 尽 可 能 小 ,这 是 一 个 多 目标 规划 模型 ; 


自 标 函 数 | 各 (2 
minimax}g,x,!! 
| C1 x, = 村 
约束 条 忻 局 
x 2 0, = 0,1,.,n 


4. 模型 简化 : 

(1) 在 实际 投资 中 ,投资 者 承受 风险 的 程度 不 一 样 , 若 给 定 风险 一 个 界限 =, 使 最 大 的 一 个 
风险 gx 并 所 za, 可 找到 相应 的 投资 方案 . 这 样 把 多 目标 规划 变 成 一 个 目标 的 线性 规划 . 

模型 1 固定 风 耻 水 平 ,优化 收益 


日 标 函 数 :0 = max >》 (7, -Pp,)x 
9 和 ， 


约 东 和 条件 ， 
>》 C1 + px = 村 区 人 1 
t= 


于 机 


(2) 车 投资 者 希望 总 极 利 至 少 达 到 水 平 以 上 ,在 风险 最 小 的 情况 下 寻找 相应 的 捞 资 组 合 . 
模型 2 ” 千 定 一 利水 平 , 极 小 化 风险 
目标 汞 数 : 员 = mini masi gx,!} 1 


-yx ze 二， 
本 pi %, 


约束 条 件 : 
Sl rtp), = Mx, 0 = 0,1,.,n 
P 三 用 


(3) 投资 者 在 权衡 资产 风险 和 预期 收益 两 方面 时 ,希望 选择 一 个 令 自 己 满意 的 投资 组 合 . 因 
此 对 风险 .收益 赋予 权重 st0 <s<1) ,s 称 为 投资 偏好 系数 . 


模型 3 目标 函数 :min si max} gx (1 -5) > (ri -pO 
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3.4 建 模 村 网 : 报 资 的 收益 和 风险 ，53 。 


约束 条 件 > (1 +p,)x;=M,x,>0,i=0,1,2,.,n 
到 性 


3.4.4 模型 1 的 求解 


对 表 中 给 定 的 数据 ,模型 1 为 ， 
min f=( -0.05, -0.27, -0.19, -0.185, —0.185) (x x, x, x; x4)” 

xo +1. Olx, +1.02x, +1.045x, +1.065x,=1 
0. 025x， < 
0. 015x。 <a 
0, 055x, C= 
0. 026x < 

ri=0,1,. ,4) 


由 于 a 是 任意 给 定 的 风险 度 , 到 底 怎 样 给 定 没 有 一 个 准则 ,不 同 的 投资 者 有 不 同 的 风险 度 . 

我 们 从 a =0 开始 ,以 步 长 A&a =0.001 进行 循环 搜索 ,编制 程序 xxgh5 .m 如 下 : 

可 二: 

while{1.1 -aa) >1 

c=[ -0.05 -0.27 -0.19 -0.185 -0.185]: 

Aaq =[1 1.01 1.02 1.045 1.0851; 

beq = {1]; 

A=[00.025 000;000.01500;:0000.055 0:0008 0 .0261,; 

b=[laiaiaal]; 

vip=[0,0,0,0.,0|]; 

vub=||]; 

[x,val| =linprog(c,A,b,Aegq,beq,vibh,vub).: 

避 

X= 

和 = -val 

plot{(a,Q,.) 

axis([00.100.51) 

holid on 

Aa=A+D0D.001.: 

= 


xlabel( a'),ylabel(' 0Q') 


3.4.5 辣 果 分 析 


由 计算 结果 及 图 3 -2, 可 得 以 下 结论 : 
1. 风险 大 ,收益 也 大 . 
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“4” 第 3 草 线性 规划 


2， 当 投资 越 分 散 时 ,投资 者 重担 的 风险 越 小 ,这 与 古 意 一 致 . 即 , 上 冒险 的 投资 者 会 出 现 集 中 
投资 的 情况 ,保守 的 投资 者 则 尽量 分 做 投 竺 ， 

3. 图 3 -2 曲线 上 的 任 一 点 都 表示 该 风险 水 平 的 最 大 可 能 收益 和 了 沪 收 益 要 求 的 最 小 风险 - 
对 于 不 同 凤 险 的 承受 能 力 , 选 择 访 风 险 水 平 下 的 最 优 投资 组 合 ， 


4. 在 n=0.006 附近 有 一 个 转折 点 ,在 这 一 点 左边 ,风险 增加 很 少时 ,利润 增长 很 快 ;在 这 一 
点 者 边 ,风险 增加 和 禄 大 时 ,利润 增长 很 缓慢 , 所 以 对 于 风险 和 收益 没有 特殊 偏好 的 投资 者 来 说 ,应 
该 选择 曲线 的 揭 点 作为 最 优 投 资 组 合 ,大 约 是 4”=0.6 名 ,80”=20% ,所 对 应 投资 方案 为 : 


风险 有 eh He 
0. Oo U (0, 400 0 


| 


.221 过 


和 号 可 题 


1. 某 鸡 场 有 1000 只 鸡 , 用 动物 饲料 和 谷物 混 人 台 喉 养 . 每 天 每 只 鸡 平 均 食 混 合 饲料 0. 5 kg， 
其 中 动物 人 饲料 所 占 比 例 不 能 少 于 20 名 .动物 饲料 每 千克 0. 30 元 ,谷物 饲料 每 千克 0.18 元 ,饲料 
公司 每 周 仅 保证 供应 谷物 饲料 6 000 kg, 问 饲料 怎样 混合 ,才能 使 成 本 最 低 ? 

2. 某 工 厂 用 1 .4, 两 各 机 床 加 工 8, .8, .8, 三 种 不 同 零 件 . 已 知 在 一 个 生产 周期 内 4, 只 能 
工作 80 机 时 ;4, 只 能 工作 100 机 时 . 一 个 生产 周期 内 计划 加 工 B8, 为 70 件 .B, 为 50 件 ,8, 为 20 
件 . 两 台 机 床 加 工 每 个 零件 的 时 间 和 加 工 每 个 零件 的 成 本 ,分 别 如 下 列 各 表 所 不 ; 


加 工 每 个 零件 时 间 表 (单位 :机 时 /个 ) 
~ 考 伯 B, 
叶 这 2 
4, 3 
玫 ， 了 
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3.5 划 动 "55. 
加 工 每 个 零 御 成 本 表 ( 单 位 :元 个] 


2 
; 


专 件 


三 
Ci 
是 


问 怎样 安排 两 台 枯 林 一 个 周期 的 加 - 工 任 务 , 才 能 使 加 工 或 本 最 低 ? 
3. 某 工厂 利用 两 种 原料 甲 . 乙 生 产 4, .4: ,4; 三 种 产品 . 如 果 每 月 可 供应 的 原料 数量 (单位 : 
1) ,每 万 件 产品 所 需 各 种 原料 的 数量 及 每 万 件 产品 的 价格 如 下 表 所 示 : 


本 月 也 和 
EE 
L EE NN EE 
z 00 
四 入 元 万 信 ) 5 | 


(1) 试制 定 每 月 和 最 优生 产 计划 ,使 得 总 收益 最 大 ; 
(2) 对 求 得 的 最 优生 产 计划 进 行 灵 敏 度 分 析 ， 
4， 某 医院 负责 人 每 日 至 少 需要 下 列 数 量 的 护 上 : 


班 次 最 少 护士 数 
0 
本 
5 和 2 时 ~02 时 20 
| 6 时 ~06 时 30 


每 班 的 护士 在 值班 开始 时 向 病房 报到 ,连续 工作 8 个 小 时 ,医院 领导 为 满足 每 班 所 需要 的 护 
土 数 , 最 少 需 民用 多 少 护 士 ? 

5， 某 工厂 生产 4 .4, 两 种 型 号 的 产品 都 必须 经 过 零件 装配 和 检验 两 道 工 序 ,如 果 每 天 可 用 
于 零件 装配 的 工时 只 有 100 h, 可 用 于 检验 的 工时 只 有 120 h ,各 型 号 产品 每 件 需 占 用 各 工序 时 数 
和 可 获得 的 利润 如 下 表 所 未 : 


产 品 
工 了 Wi 
TE 100 
至 一 EE 
而 (元 /和 i 


(1) 试 写 出 迷 问 题 的 数学 模 刑 ,并 求 出 最 优化 生产 方案 ， 

(2) 对 产品 4, 的 利润 进行 灵敏 度 分 析 . 

{3) 对 装配 工序 的 工时 进行 灵敏 度 分 析 . 

C4) 如 果 工 厂 试制 了 4; 型 产品 ,每 件 4; 产品 需 装 配 工时 4 h ,检验 工时 2 bh, 可 获 利润 5 元， 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


5 + 第 3 和 草 蕊 性 规划 


那么 该 产品 是 否 应 投 人 生产 ? 

5， 有 两 个 煤矿 4 .8 ,每 月 进 煤 分 别 不 少 于 601、100 ,它们 担负 供应 三 个 居民 区 用 煤 任务 . 这 
二 个 居民 区 每 月 需要 用 煤 分 别 为 43 4.75t.4044 厂 离 这 二 个 届 民 区 分 别 为 10km、 5 km .6 km,B 
厂 离 这 三 个 居民 区 分 别 为 4 km、8 km、15 km, 问 这 两 操 矿 厂 如 何 分 配 供 虹 , 才 能 使 总 运输 量 
最 小 ? 

7. 基 工 三 制造 三 种 产品 ,生产 这 三 种 产品 需要 汪 种 资源 :技术 服务 . 芳 动 力 和 行政 管理 . 卜 
表 列 出 了 三 种 单位 产品 对 每 种 衬 源 的 重要 量 : 


现 有 100 k 的 技术 服务 .600 上 的 劳动 力 和 300 8 的 行政 管理 时 间 可 使 用 , 求 最 优 产品 品种 规 
划 . 且 回答 下 列 问 题 : 

(1) 车 产品 肛 值 得 牛 产 的 话 , 它 的 利润 是 多少 ? 假使 将 产品 青 的 利润 增加 至 25/3 元 , 求 获 
利 最 和 多 的 产品 品种 规划 . 

(2) 确定 全 部 资源 的 影子 价格 ， 

(3) 制造 部 门 提出 建议 ,要 生产 一 种 新 产品 ,该 种 产品 需要 技术 服务 1 h .劳动 力 4 h 和 行政 
管理 4 h. 销 售 部 门 预测 这 种 产品 售 出 时 有 8& 无 的 单位 利润 , 管理 部 门 应 有 怎样 的 决策 ? 

(4) 假定 该 工厂 至 少 生 产 10 件 产 品 且 , 斌 确定 最 优 产品 品种 规划 . 

8. 知 某 工 厂 计 划 生 产 1、 了 ,下 三 种 产品 ,各 产品 需要 在 4、B.C 设备 上 加 工 , 有关 数据 
如 下 : 


设备 有 效 合 
| H 刘 
| | 时 (每 月 ) 
4 8 2 10 300 
BB 10 5 8 400 
C 2 13 10 420 
单位 产品 利润 ( 干 元 ) 3 了 2, 9 


试 回 答 : 

(1) 如 何 发 挥 生产 能 力 ,使 生产 格 利 最 大? 

(2) 车 为 了 增加 产量 ,可 借用 别 的 工厂 设备 8, 每 月 可 异 用 60 台 时 ,租金 1.8 万 元 ,借用 设 
备 BB 是 否 合算 ? 

{3) 苦 另 有 两 种 新 产品 下、V ,其 新 产品 计 需 用 设备 4 为 12 台 时 .8 为 5 台 时 .CC 为 10 台 
时 ,单位 产品 瑶 利 2.1 千 元 ;新 产品 Y 需 用 设备 4 为 4 台 时 .8B 鸭 4 台 时 .CC 为 12 台 时 ,单位 产品 
盈利 1. 87 千 元 . 如 4.8.C 的 设备 台 时 不 增加 ,这 两 种 新 产品 投产 在 经 济 上 是 否 合算 ? 

{4} 对 产品 工艺 重新 进行 设计 ,改进 结构 . 改进 后 生产 每 件 产 品 工 需 用 设备 4 为 9 台 时 、 巡 
备 召 为 12 台 时 .设备 避 为 4 台 时 ,单位 产品 盆 利 4.5 下 匹 , 这 时 对 原 计 划 有 何 影响 ? 
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第 4 章 整数 线性 规划 


在 某 些 线 性 规划 问题 中 ,变量 只 有 取 整 数值 才 有 意义 ,这 时 约 东 条 忻 中 还 需 添 上 变量 取 整 数 
值 的 限制 . 这 怀 是 整数 线性 规划 问题 ,其 一 般 形式 是 


[ra = 一 > os, 
了 = 


2 
号 ， "1 ， 


2 为 非 负 整数 (7 = 1,2,…,n) 
这 称 为 纯 整 数 规划 ; 若 其 中 只 有 部 分 变量 要 求 取 整 数 , 则 称 为 混合 整数 规划 . 这 种 问题 的 解法 比 
一 般 线性 规划 的 解法 要 复兴 ,以 下 仅 就 商 个 基本 方法 作 初 步 介 绍 . 


4.1 割 平 面 法 


天 平面 法 的 基本 思想 是 自 先 不 考虑 整数 性 要 求 , 用 单纯 形 法 求 出 所 给 问题 的 最 优 解 ,车 其 中 
每 个 变量 恰好 都 取 整 数值 , 则 它 正好 是 所 求 的 解 ;否则 ,就 设法 把 这 个 最 优 的 极点 ,连同 它 的 一 个 
邻 域 , 从 可 行 解 集合 中 “切除 ”, 但 保留 其 中 全 部 格 点 {这样 的 “切除 ” ,并 不 影响 间 题 的 结果 ). 对 
可 行 解 剩 下 部 分 重复 上 述 步 又 ,范围 逐步 缩小 ,直至 找到 最 优 解 为 止 , 这 里 的 关键 是 如 何 实 现 上 
述 的 ”切除 .事实 上 .这 将 通过 一 个 附加 的 约束 条 件 { 称 为 市 平面 ) 来 实现 , 故 称 为 割 平面 法 . 具 
体 说 明 如 下 : 


考虑 整数 线性 规划 (IP): 
min z= 二 (1) 
总 于 = 上 6 (2) 
s. +. pe (3) 
* 为 整数 (j=1,2,…,n) (4) 


设 解 (1) ~ (3) 式 所 得 结果 为 

msl Ft bX = io 

| 人 (5) 
bmTar tr + hx, = bn 


z= + Cx t+ Cw, 
其 中 ,Bb 守 0 ,Ci 守 00i=1,… ,mm =m+1,…,n) ,最 优 解 于 = (bbws0,…,0)" 可 作为 诛 间 
题 (IP) 的 第 一 个 禹 近 解 . 于 是 

1. 若 全 部 by 为 整数 , 则 芳 即 为 原 问题 (IP} 的 解 ; 


2. 车 存在 bi 不 为 整数 , 则 考 卡 约束 方程 组 (5) 中 相应 的 方程 
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- S8 ， 第 4 草 整 孝 络 性 志 划 
和 十 > bx, = bn (6) 
可 写成 
筷 十 > [b,x, + 0 = [ bo a (7) 
1 与 员 +| 了 = 山 +] 


这 里 , 符 导 [如 表示 不 超过 上 的 最 大 整数 ,= 如 一 人 0] ,0 反方 过 Li =5n [86];,0< fn<1. 由 
(7) 式 有 


«+ [ass[5o]+ 太 (8) 


J 一 由 + 


若 原 问题 (IP) 有 整数 解 , 则 由 (8) 式 多 可 得 
x + > [blx, [8,) 


， ,和 2 
x + [6,]z+y [io]，7 > 0 为 整数 (9) 

(9) 式 减 去 (7) 式 ,得 | 
BE =— fno (10) 


了 一 吴征 | 


这 是 在 原 问 题 有 整数 解 的 假定 下 导出 来 的 新 的 约 东 条 件 , 称 为 割 平 面 方程 . 用 来 导出 (10) 式 的 
方程 (6) 称 为 诱导 方程 . 
定理 ”方程 组 (5) 的 非 负 整数 解 与 方程 组 


十 2 bi 全 boli 过 
1=um+1 


(11) 
和 ja = -fo 
的 非 负 整 数 解 -- 一 对 应 
证 明 方程 组 (11) 的 非 负 整数 解 显然 尾 (5) 的 非 负 整数 解 
设 x ，… x ,x1 sx! 为 (5) 式 的 韭 负 整数 解 , 代 人 (10) 式 ,得 
7 fat Df (12) 
， 2 
y = [b,] -b, + Yb, - [Bb,] x, 
= [Bo] - [bls x (C12) 


因 [5] ,[8,] ,x! x! 均 为 整数 , 故 由 (12)' 式 知 yY, 为 整数 ;又 f 安 0,x) 实 0, 故 由 (12) 式 知 
= | 
由 此 可 得 ,7 为 整数 ,和 且 7, 守 0, 即 (5) 式 的 非 负 整数 解 也 满足 (10) 式 . 
根据 这 个 定理 ,可 得 结论 : 诛 整 数 线性 规划 (IP) 与 整数 线性 规划 
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4.1 章 壮 外 法 。 59 ， 


是 等 价 的 . 
例 1 
MaX 2 = 3%) ~— wa 
TX 十 二 Yo 宇 ] 
ee, 
x + 议和 池 
x :x3 为 非 代 整数 
引入 松弛 变量 和 剩余 变量 x, ,x ,xs 后 ,用 单纯 形 法 求 出 不 计 整 数值 限制 的 最 优 解 ,如 表 4 - 1， 


表 4 -1 


Ty 


最 优 解 X' = | 了 ,本 】 作为 第 一 次 通 近 , 它 不 是 整数 解 , 帮 可 取 相应 的 方程 


8 
和 | 本 4 3 


作为 请 导 方程 , 从 而 得 到 荐 平面 方程 ; 


2 
了 一 本 4 ”二 
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“ 60. 第 4 草 整数 线性 规划 


显然 得 到 一 个 非 可 行 的 正则 解 , 居 用 对 侦 单 纯 形 法 求 最 优 解 ,作为 第 二 次 逼近 : 


; 
Wr 


lA2 0 


a 
二 Lh LE 


于 是 ,已 得 整数 值 的 最 优 解 为 


| 


目标 值 为 ,=6， 


4.2 分 葡 定 田 法 


分 支 定 界 法 可 适用 于 纯 整 数 规划 以 及 混合 整数 规划 . 
例 1 minz=x, +3x, 
xs。 3. 13 
R:I22x, +34dx, =285 
xis% 为 非 负 整数 
解 (1) 忽略 x, ,x; 是 整数 这 一 条 件 , 求 得 最 优 解 为 
0 
这 不 是 整数 解 . 于 是 ,可 将 R 中 与 x, 有 关 的 区 域 分 成 RR .RR, 两 个 区 域 , 凤 x 兰 8. 12 和 x, < 8. 12. 因 
x| 可 求 取 整 数 ,所 以 这 两 个 局 部 约束 区 域 也 可 写成 整数 形式 x 关 ? 和 x 去 8, 即 把 尺 分 成 


和 | 这 9 | 于 名 
R, 衬 4， 13 NR,: 疯 ， 莹 了. ] 3 
22x + 34x, ze285 22x，+ 34x, > 285 


(2) 在 吕 内 求 最 优 解 ,得 
x = ,x, =3,13, 2,, =LB, =18.39 
(3) 辐 样 地 ,在 RR 内 求 最 优 解 ,得 
x, =8,%, =3.12, zs, =LB, = ti.62 
(4) 由 于 {2).、(3) 所 得 的 解 都 不 是 整数 解 , 目 IB; < LB, ,所 以 zi 在 R, 内 的 值 就 可 能 比 在 芒 
内 的 值 小 . 于 是 进一步 将 R, 分 成 两 个 区 域 ,注意 到 由 (3) 所 得 的 非 整 数 解 *。=3. 12, 且 要 求 x, 是 整 
数 , 故 对 R, 分 别 追 加 条 件 x, 宇 4 和 x, 志 3, 对 应 地 将 忆 分 成 RR 和 和 用， 
(5) 求 出 ,内 的 最 优 解 
x =0. 77 ,x =4, 20 = LB, =18.71 
在 RR 中国 新 的 约束 x, 记 3 和 原 有 的 约束 x, 宇 3. 13 矛盾 , 故 只 中 没有 可 行 解 . 
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4.3 当 题 ， 站 1 。 
(6) 对 区 域 吕 和 县， 进行 比较 ,有 2B: < 2. ,所 以 应 转向 在 吕 中 搜索 . 因 R, 中 的 非 负 整数 解 
“=3.13, 把 如 分 为 x%, 芋 4 和 二 3, 对 应 地 得 到 两 个 约束 区 域 : 


x 袜 4 za 和 3 
| 闵 身 | 蕊 里 
| 3. 13 ,3.13 
22x, +34x, 宇 285 22x, +34x; 285 


《7) 丸 显然 无 可 行 解 ,在 六 :中 的 最 优 般 是 
Yij =9 ,x, 一 二， 了， = LB, =21 
这 个 解 满足 整数 解 的 条 件 , 但 是 否 是 最 优 解 呢 ? 因 有 £58, < £8; , 故 最 优 解 可 能 位 于 记 , 中 . 
C8} 对 丽 , 分 别 追 其 条件” 兰 7 和 x 近 6, 员 六 分 成 两 个 局 部 区 域 妨 和 再 Ry 中 的 最 优 解 是 
Xi 二 ， ,和 二 站 2 = LB, =19 
并 :的 最 饭 解 是 
xX =0,X =4.5, 2 = LB, =19.5 
可 见 ,R, 中 的 最 优 解 满足 整数 条 件 , 同 时 目标 函数 的 下 限 值 L838。 比 其 他 局 部 区 域 的 下 限 值 
小 , 即 LB < 上 LB; < ELB, ,所 以 玉 或 再 ,没有 必 槛 进一步 搜索 . 因此 ,最 后 得 到 所 求 的 最 乱 整 数 
解 是 
B19 
需要 指出 的 是 ,分 支 定 界 法 并 不 能 保证 用 最 少 的 迭代 次 数 达 到 最 优 解 ,在 最 不 须 科 的 情况 
下 ,其 至 需要 对 全 部 人 区域 进行 搜索 . 但 根据 经 验 , 一 般 情况 下 , 它 还 是 一 个 节省 工时 的 有 效 方 法 ， 
对 于 解 整数 规划 问题 是 应 用 得 最 广 沁 的 方法 . 


4.3 过 题 


1]， 用 割 平 面 法 求解 


max (dx, + 5x, + %,) 


3 2 之 ]0 

多， 十 中 Y。 三 11 
s.+. 

3x, + 34, + Xx 所 13 


*, ,XX 之 0 为 整数 
2 用 着 平面 法 求解 
min (4x + Sx,) 

30 和 这 

x + x, 宇 5 
- 3x + 2x, 宇 J 

x ,XY, 宇 0 为 整数 
3. 用 分 支 定 界 法 求解 
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min (4x, +4x,) 
2x) + Sx, 所 13 
0 
xy 宇 0 为 整数 
4. 用 作文 定 界 法 求解 
min (Ox +Qx,) 
中 扫 寻 
tT, 守 ]0b 


号 。 圭 ， 
Sx + 31, 全 45 


ET D0 ,x 为 整 煞 
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第 5 章 无 约束 优化 


建立 无 约束 优化 问题 的 数学 模型 ,首先 要 确定 问题 的 决策 变量 ,用 着 = (x, ,x,,… ,x,) 表示 
n 维 问 量 ,然后 构造 模型 的 目标 胃 数 六 下) .一般 地 ,这 类 模型 本 表示 为 : 
ea 
例 ” 选 址 问题 : 某 市 燃气 公司 计划 要 建 一 个 煤气 供应 站 ,该 站 要 向 城市 中 有 固定 位 置 的 
个 用 户 供 货 . 对 于 选 定 的 坐标 系 而 言 , 已 知 第 i 个 用 户 的 位 置 (坐标 ) 为 (a;,8,),i=1,…,m. 如 果 
只 考虑 直线 距离 , 问 如 何 确定 这 个 煤气 站 的 位 置 ,才能 使 总 的 运输 距离 最 短 ? 
解 ” 设 煤气 站 的 位 置 为 (x, ,x 7 , 则 第 i 个 用 户 到 该 站 的 直线 距离 为 


a 一 GE 十 《 <。 5 
故 m 个 用 户 到 该 站 的 总 距离 为 


A Ee 一 > a — a) + “i 一 
故 选 址 问题 可 妇科 为 求 变 量 x) ,x, ,使 得 


min f(xi,x2) = > AAA 飞天 | - a.) 十 《和 一 下) 
5.1 数学 预备 知识 


为 方便 起 见 ,我 们 将 后 面 经 常 遇 到 的 有 关 数 学 知识 作 一 个 简介 . 
s,.1.1 梯度 


定义 1 设 太 和) 是 定义 在 nr 维 欧 氏 空 间 良 "上 的 可 微 函 数 , 则 我 们 称 


[ aftA) WE 
dxy ax, ”bx 


为 晴 数 入 苦 ) 在 点 芋 处 的 梯度 , 记 为 VA 关 ). 

由 数学 分 析 可 知 : 

(1) 梯 朗 方向 是 孙 数 碎 关 ) 在 点 攻 处 增长 最 快 的 方向 , 即 函 数 变化 率 最 大 的 方向 ; 负 梯 度 方 
同 是 孙 数 入 蕴 ) 在 点 天 处 下 降 最 快 的 方向 . 


(2) 梯度 的 模 : | YAX) | = 


化 率 ， 
(3) 满足 樟 度 Y 拓 二 ) =0 的 点 称 为 驻 点 ,在 区 域内 部 , 极 值 点 必 为 驻 点 ,而 驻 点 不 一 定 是 
极 值 点 . 


| ee + {六 ) 是 画 数 /(X) 沿 这 一 方向 的 变 
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第 5 章 ， 无 约束 忧 化 


一 一 


5.1.2 黑 塞 (Hesse) 矩阵 


定 光 2 设 太 天) 是 定义 在 R* 上 的 二 阶 可 微 函 数 , 则 以 其 二 阶 侦 导 数 为 元 素 构 成 的 下 述 mx 
n 知 阵 称 为 函数 A 作 症 ) 在 点 站 的 黑 塞 {Hesse) 算 阵 , 记 为 吾 ( 于 ) 或 V 所 系 ). 当 记 半 ) 二 阶 偏 导数 连 
续 时 ,后 ) 是 对 称 矩 由， 


6f af .，_a7 
gx QT dx, DZX1 9% 此 
2 
HECXY = VIFCEY = | Ox,9x, Hx? dX, Or, 
af B37 ., 07 
OX Ox 0Y OOY; x? 


当 于) 是 二 次 明 数 : 大王 ) = XAF+BX+CH, V(X) = 骨 , 即 二 次 施 数 的 黑 鉴 征 阵 与 
点 寺 的 取 和 值 无 关 . 
例 设 f(X) = +2x3 +3x3 -xx +4xaxa 一 %23 求 大 站) 和 吕 XY). 


解 因为 并 = 4x = 一 3 -3 + 4%,， YY -6x, fx 一 2X1X3， 甩 区 
aX Ox OX 


dx — Dr Fy 3 
VAX) = E — A 十 4 / 


Ox,s + 十 光一 2% 


2 or Rr 
EE 
Bx Dx OX BX, Ox 
了 于 立 ji 
1 0 97 = 6- 2x 
GX, - DX DX, jb 
从 而 
12x? -2x, -2x) 一 27， 
YY 的 二 ) = a 12x, 4 
— 2x, 4 -2x, 


5.1.3 多 元 函数 的 泰勒 Taylor)j 展 开 式 


定理 直 多 元 函数 的 泰 勤 (Taylor) 展 趟 ) 设 扩 于) 是 定义 在 DCR" 上 的 函数 ,由 下 se 口 为 
一 给 定点 ; 芷 E 卫 为 任 一 点 ,于 么 
1. 若 大 下 连续 可 微 , 则 存在 Bek0,i) ,使 
NE) = FX) + VA(E)Y 《下 一下” ) 
其 中 才 = 焉 ”+ 和 下 一 下 ) 
2. 若 闷 革 ) 二 次 连续 可 微 , 则 存在 8e (0,1), 使 
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5.2 无 约束 六 优化 问题 的 解 . 65. 


HX) = IX) + THX KX) ti) VE (XX ) 


其 中 去 = 下 ”十 日 基 -下 
3， 基 所 型) 并 次 连续 可 微 , 则 
FX =AX) + VAX") (X—-X*) 


+ (x — XI VACX XX ) to NT-X* | 
5.1.4 正定 矩阵 、 负 定 和 矩阵 . 半 定 矩阵 .不 定 和 矩阵 


设 有 实 对 称 惩 阵 4,,, , 记 其 各 阶 主 子 式 为 4,,i=1,2,…,n, 则 正定 给 阵 .人 负 定 拱 阵 , 半 定 盾 
阵 .不 定价 阵 等 概念 及 其 判定 条 件 如 下 表 : 


名 称 定义 | 充 要 条 忻 
正定 目 阵 特征 值 都 太 于 零 的 实 对 称 和 矩阵 | A 20,t=1,2,..,n 
二 
特征 值 都 不 小 于 零 的 实 对 称 矩 | det 4 =0 
准 正 定 窍 阵 | 阵 | 4,0,i=1,2,.. ,nl1 
0 
ee 本 。 <0， 为 奇数 
负 定 矩阵 Wi 和 和 本 生生 
| det 站 = 
:下 " “本 的 实 对 称 
0 \ 特征 值 都 不 大 于 零 的 实 对 称 矩 | a 
阵 (a i=1,2, ,nl 
| 特征 值 既 有 大 于 零 又 有 小 于 ， 
不 定 惩 阵 和 有 两 个 育 数 阶 主 子 式 ,其 中 一 个 汶 止 , 另 一 个 为 负 


的 实 对 称 矩 阵 


5.2 无 约束 最 优化 问题 的 解 


5.2.1 无 约束 最 优化 问题 的 最 人 忧 性 条 件 


考虑 无 约束 的 最 优化 问题 : 

min 几 X}), 其 中 R*°—R (1) 
此 先 我 们 介绍 怎样 用 黑 塞 矩 阵 判断 驻 点 的 性 质 ,然后 给 出 极 小 点 存在 的 必要 条 件 和 充分 条 

件 . 

1， 用 黑 塞 矩 阵 判 断 驻 点 的 性 质 
已 知 郴 数 乒 庆 ) 的 驻 点 下 ” ,可 以 利用 驻 点 下 "处 的 黑 塞 窍 阵 立 - 扰 王 ” ) 来 判断 驻 点 的 性 质 ， 
(]) 若 Y AX') 是 正定 的 , 则 驻 点 革 " 是 极 小 点 ; 
(2) 车 VAX'*) 是 负 定 的 , 则 驻 点 于 "是 极 大 点 ; 
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(3) 车 了 YOKX') 是 不 定 的 , 则 驻 点 芷 ' 不 是 极 值 点 ; 

(4) 若 V A(X'} 是 下 定 的 , 则 驻 点 下 "可 能 起 极 值 点 ,可 能 不 是 相 值 点 , 需 视 高 阶 导数 的 性 
质 而 定 . 

2. 极 值 点 的 必要 条 件 和 充分 人 条件 

定义 1 对 于 问题 (1) , 设 X" eR" 是 任 一 给 定点 ,P 是 非 零 向 量 , 若 存在 一 个 数 5>0, 使 得 
对 于 任意 Ae (0,6) ,都 有 (+AP) 志 A(X), 则 称 P 了 是 所 生 ) 在 苇 " 处 的 下 降 方 回 . 

定理 1 设 /: R"_vR' 在 XeR" 可 微 ,如 果 存 在 向量 PeRR', 使 得 YA(X) 了 P<0, 则 了 为 
天 下) 在 下 处 的 下 降 方向 ， 

定理 2( 一 阶 必要 和 条件) 设 了 在 点 天" E 妥 "可 微 , 如 果 于 "是 (1) 的 局 部 最 优 解 , 则 必 有 
VACX" ) =0( 称 为 平稳 点 或 驻 点 ) 

定理 3( 二 阶 必要 条 件 ) 设 f 在 点 钱 ”e R" 一 次 可 微 , 如 果 互 " 是 (1) 的 局 部 最 优 解 , 则 必 
有 YA ) =0 且 黑 塞 矩 阵 吾 (X* ) 是 半 正 定 的 ， 

定理 4( 二 和 阶 充 分 和 条件) 设 太 在 点 下" ee R'" 二 次 可 微 ,如果 了 AX')=0 上 且 玉 (XX } 正 定 , 则 
“是 问题 (2) 的 闫 格局 部 最 优 解 . 

定理 5( 充 要 条 件 ) 没 / 是 定义 在 n 维 欧 氏 空间 R" 上 的 凸 函 数 ,下 "eR", 则 针 ' 为 全 局 极 
值 点 的 充 要 条 件 是 VY* ) =0. 车 f 是 严格 是 函数 , 则 全 局 航 值 点 是 唯一 的 ， 

全 1 考虑 问题 min 六 在) =x) 一 x + Dri. 

解 ” 令 YJ(X) =0, 解 得 驻 点 王 = {0,0)' ,XE =(6,9) .又 因 
bE = 2 = 2 

一 2X) 4 

且 由 于 下 CX') 半 正定 ,HX ) 不 是 半 正 定 , 故 诸 不 是 极 小 点 ， 

例 2 考 虎 问题 minf( EY = Sx? 一 6x,x, + 5x7. 


解 因为 人 0- = 10s -6r ,= -bx 10x,, 今 YA(K) =0, 解 得 驻 点 于 ”= [0.0 ,又 国 为 


H(X)} = Y A(X) = 


I0 -6 
H(X") =| _。 10 | 是 正定 的 ,所 以 下 = (0,0) 是 严格 局 部 极 小 点 


5.2,2 搜索 算法 


1， 搜 索 算 法 概述 
挡 索 算法 是 一 种 较 常用 的 解 无 约束 最 优化 问题 的 计算 方法 ,掌握 它 对 理解 后 面 其 他 各 种 算 
法 也 是 有 痊 的 . 
考虑 无 约束 最 优化 问题 minf( XX). 如 果 f 了 可 微 , 则 利用 
ee (22) 
日 二 
求 其 平稳 点 ,然后 再 利用 充分 条 件 判别 这 些 平稳 点 是 可 是 极 值 感 即 可 . 
一 般 地 ,方程 组 (2) 是 一 个 有 nn 个 变量 ,n 个 方程 的 方程 组 ,是 非 线性 的 且 离 散 的 ,不 一 定 可 
微 , 只 有 在 十 分 特殊 的 情况 下 才能 求 得 精确 解 ,更 何况 实际 问题 中 有 些 函 数 的 解析 表达 式 都 很 难 
写 出 ,从 而 使 -… 阶 必要 条 件 难以 应 用 , 因此 实际 计算 时 一 般 采 用 一 些 比较 切合 实际 、. 行 之 有 效 的 
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数值 计算 方法 . 最 常用 的 是 搜索 算法 ( 选 代 算 法 ). 

搜索 算法 的 基本 思想 是 :首先 给 定 虽 标明 数 天王) 的 极 小 
点 的 一 个 初始 知 计 点 下 ,然后 按照 一 定 的 规则 产生 一 个 点 列 
| 王 | ,这 种 规则 通常 就 叫做 算法 ,希望 点 列 1 于 1 的 极限 于 "是 
站 半 ) 的 一 个 极 小 点 . 这 样 的 点 列 怎样 产生 呢 ? 我 们 知道 :于 
与 妹 之 差 是 一 个 向 量 , 它 可 以 由 方向 和 模 来 确定 , 即 可 设 
时 + 为， 


和 ”= 下 十 AS 

其 中 向 量 8 称 为 搜索 方向 ,实数 A， 称 为 步 长 ( 阿 5 -1). 这 
祥 ,在 4, 和 8 确定 之 后 ,由 天 就 可 以 确定 .各 种 不 同 算 本 
法 的 差别 ,在 于 选择 S 和》 的 方法 [特别 是 S$* ) 不 同 . 搜索 算 
法 中 用 得 最 广泛 的 一 类 算法 是 在 给 定 初始 点 之 后 ,使 得 每 迭代 图 5 -1 搜索 算法 不 意图 
一 次 都 使 日 标 函 数值 有 所 下 峰 , 即 f( 革 ，) <ACX*) ,这 种 迭代 
算法 称 为 下 降 算 法 . 

我 们 希望 得 到 的 点 列 1X | 能 收 化 于 问题 的 极 小 点 茸 * ,但 由 于 计算 机 只 能 进行 有 限 次 选 代 ， 
故 一 般 只 能 得 到 近似 解 , 只 要 能 满足 捉 先 给 定 的 精度 要 求 就 停止 迭代 ,这 个 迭代 点 就 是 最 优 解 . 

下 降 算 法 一 般 可 分 四 步 : 

(1) 选 定 初始 点 XY { 越 靠近 最 优 和 解 越 好 ) , 令 =0. 

(2) 假定 已 得 到 非 最 优 解 区 , 则 选 定 一 个 搜索 方向 人 ,使 得 沿 S$' 方向 ,目标 诡 数 A( 于 ) 的 值 
可 上 下降 . 由 定理 1 可知 ,S$' 满足 :YX)'S' <0. 

(3) 由 下 出 发 ,以 有 为 方向 , 作 射 线 和 +AS (A 宇 0) ,在 此 射线 上 选取 步 长 A,, 使 得 
3S ) <f(X) ,由 此 确定 出 一 个 点 :车 = 于 + A.S. 

(4) 检验 所 得 的 新 点 是 否 是 最 优 解 或 近似 解 . 检验 的 方法 可 因 算法 的 不 同 而 不 同 , 例 
如 对 预先 给 定 的 精度 要 求 a >0, 若 满足 : 

| TAY) < 2 或 | AX) -NXY) <6 或 XT -XI <e 

则 可 认为 "" 是 近似 最 优 解 ,迭代 停止 ;否则 令 上 =k+1 返回 (2) ,继续 连 代 . 

关于 方向 的 选择 ,一 般 考 虚 弃 要 使 它 尽 可 能 地 指向 袜 小 点 ,又 不 至 于 花费 太 大 的 计算 量 ,可 
根据 具体 算法 来 选择 (后 而 讲 算 法 时 再 讲 ). 

关于 此 长 的 选择 ,有 各 种 不 同 的 选 法 ,大 致 列举 如 下 : 

1) 简单 算法 :A, =1. 它 计 算 简 单 , 但 不 一 定 能 保证 下 降 性 质 . 

2) 一 维 搜索 算法 ; 取 4; 使 RE) 从 下 出 发 ,深信 方向 取 极 小 值 . 记 为 : 

A FON + ASY = minf(X: + AS') 
be = +A.S' 

这 是 单 变 景 4 的 库 数 求 极 小 值 的 问题 ,这 样 确定 的 步 长 称 为 最 优 步 长 . 

3) 可 接受 点 算法 : 取 使 所 和 R 生 ) < 所 让) 就 行 , 它 保证 了 每 次 函数 值 下 降 ,但 并 非 最 优 . 实 
际 计算 时 ,这 种 取 法 往往 能 取得 较 好 的 数值 效 巢 . 

实际 计算 中 更 为 有 效 的 是 播 值 方法 ,如 对 关 入 +AS ) 采 用 二 次 搬 值 画 数 :9(A) = ah yt 
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+e,; 其 中 a.5.c 可 由 和 A=0 的 汕 数 值 和 导数 值 g910) = 大 下) gq (0) = VHX') 5S*, 以 及 另 一 点 的 
明 数 值 7(A) = 天生 +AS ) 确定 ,而 的 般 优 们 到 使 tA) 达 到 最 小 的 4,, = -8/2a. 如 果 采 用 三 
次 插值 方法 ,就 需要 增加 计算 中 -点 的 导数 值 , 述 可 以 寓 合 使 用 二 次 、 一 次 本 从 方法 . 
总 之 ,楼 索 方向 确定 后 , 步 长 就 是 决定 算法 好 坏 的 持 要 因素 . 
定理 6{ - 维 搜 索 的 重要 性 质 ) ” 设 日 标 函 数 放 和 革 ) 其 有 连续 偏 导数 , 且 于 “是 从 证 出 发 , 消 
S 方向 作 一 维 搜索 而 得 色 的 , 则 
VCR)'S! = 
部 下 一 -点 梯 眶 立 庆 司 和 上 必 与 此 点 的 搜索 方向 $5 证 交 . 
2. 一 维 搜索 的 直接 法 
无 约 来 的 一 维 最 优化 问题 minf(*) ,除了 可 放 驻 点 法 .二 分 法 .牛顿 切线 法 和 割 线 法 外 ,还 可 
用 下 列 方 法 直接 求解 : 
(1)“ 成 功 一 失败 "法 
假定 已 报 定 了 初始 点 x*” 和 初始 步 长 和 A>0, 向 前 搜索 -次 得 新 的 点 x + 比较 其 两 数 信 . 若 
fz? + 和 AA) <Hx ) , 则 称 搜索 成 功 ,下 一 步 就 以 x + 为 新 的 出 发 点 ,把 步 长 增加 为 B.A{ 便 如 取 
B, =2) ,继续 向 前 搜索 ;否则 ,基站 x +A) 宇 f(x ) , 风 称 搜索 失败 ,下 一 步 就 退 加 到 原 出 发 点 ,了 即 
仍 以 x 为 出 爱 点 ,把 步 民 缩短 为 BA{ 如 取 B, = -172) ,向 反方 向 挡 索 . 最 后 以 给 定 允 许 误 凌 6 > 
0, 当 | <Be 时 , 停 下 搜索. 
(2) 0.618 法 (黄金 分 割 法 ) 
站 虑 问题 min ft x) ,假定 所 x) 是 搜索 区 间 [a,b 王 的 单 峰 画 数 ,并 记 其 概 小 点 为 二 ,容易 证 
明 , 对 于 [a,b] 上 的 任意 两 点 和 A <, 荐 了 (A) SF) 则 < eba,pgj; 帮 A) 三 A}, 则 
x”E1[A,b]. 这 就 是 说 ,计算 并 比较 搜索 区 间 内 岗 点 祭 的 函数 值 ,就 能 把 搜索 区 问 缩短 ,如 此 反复 
多 次 ,就 能 越 米 越 精 确 地 估计 出 x 的 位 置 . 试验 点 的 位 置 不 同 ,效果 也 会 不 同 . 分 数 法 和 0. 618 法 
黄金 分 割 法) 是 丙种 最 优 的 选 点 方法 ,统称 为 “优选 法 ”. 其 中 常用 的 0. 618 法 是 在 分 数 法 的 基础 
上 ,经 过 简化 而 形成 的 一 种 一 维 授 索 方法 ， 
0.618 法 的 达 代 步 野 : 


1) 令 初 始 区 问 左右 端点 为 a, = a ,5 =5, 给 定 允 许 误差 a>0, 令 
ee 
0 = 3 = 0. B18 


1 一 由 | -#8 fi 1 
加 中。 WN ld 
M1 = 4 +H(b 一 在 
3) 车 56 -a 所 #; 则 停止 送 代 ,得 zx” e [ai ,否则 , 当 六 4D) 宇 Hp) 时 , 转 (4), 当 让 A) < 
fw) 时 , 转 (5)，; 


4) 全 = 和 Ai 有 = 三 = ,计算 rt = 十 请 ( -4.7 上 直 
fm), 转 (6); 

5) 倒台 = 如 = 有 二 = 天 计算 让 = 和 二 人 一 
尽 拓 AI 和 6 

6) 今天 = 天 +1, 返回 (3)， 
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例 3 用 0.618 法 求 min f(x) =*x +2x 
解 令 a = -3,6, =5, 肥 初始 的 两 个 试验 点 为 
A, = a +0.382(h, ~ a,) = 0.056 
ni = 4 +0.618{b, -al) = 1.944 
计算 得 fA) =0115 <f(p) =7.667, 于 是 , 取 a = -3,b, =1.994,m, = A =0.056. 又 
A; = +0.382{65, -gg,) = -1.112. 重 咎 上 述 步 坚 , 可 得 近似 最 优 和 解 , 当 上 =9 时 ,得 区 间 
| -1.112, -0.936] ,所 以 其 近似 最 优 解 为 x = ~0.936, 其 入 代 数据 风 下 表 : 


k | | jn fa) fi) 
1 _3. O00 0. 056 0, 115 7. 667 
下 
8 ~ 1, 208 -0.936 -0. 999 


5.2.3 梯度 法 ( 蝇 速 下 降 法 ] 


早 在 1847 年 ,法 国 著名 数学 家 柯 西 {Caucbhy) 就 曾 提 出 ,从 任 一 给 定点 于 ER 出 发 ,函数 语 
哪个 方向 下 降 最 快 的 问题 . 这 个 问题 从 理论 上 已 经 解决 了 ,就 是 沿 着 A(X) 在 该 点 的 贷 梯 度 方 问 
前 进 时 ,函数 值 下 降 最 快 . 这 就 是 最 速 下 降 法 的 理论 依据 ， 

假定 油 数 /了 ) 具有 一 阶 连续 篇 导数 ,为 了 求 最 优 解 五 ” ,还 假定 已 经 迭代 了 下 次 ,得 第 大 次 
的 迭代 点 个 , 取 搜 索 方向 $*: = - 立 扰 站) ,为 了 使 月 标 函 数值 在 搜索 方向 上 获得 最 快 的 下 降 ,可 
沿 8: 进行 一 维 搜索 ,由 此 得 到 第 上 +1 次 迁 代 点 天 和 ;庆生 = 证 -AYA(T DY), 其 中 按 最 优 步 
长 选取 , 即 入 , 满足 ， 

fAE AVAXD))Y = mm(X ~ AVAX)) 
这 样 就 得 到 一 个 点 列 | 入 | , 甚 中 到 是 任意 给 定 的 初始 点 . 当 碎 下) 满足 一 定 条 件 时 ,| 下 | 必 收 敛 
于 全) 的 极 小 点 正 '. 称 这 种 迭代 算法 为 最 速 下 隆 法 

最 达 熙 降 法 的 和 迭代 步骤 

(1) 给 定 初始 点 六 eR' ,允许 误 善 >0, 令 二 =0; 

(2) 计算 VAX ); 

(3) 检验 是 否 满足 收敛 性 的 判别 准则 : ‖ /ACF ) | 二 ,车 满足 , 则 停止 办 代 , 得 点 生 ” 看 ,否则 
进行 (4)， 

(4) 令 于 = 一 WT), 从 于 出 发 , 褒 5 进行 一 维 搜 索 , 妈 求 ,使 得 : 

minf(X + AS') = FAK + 六 号) 
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(5) 今 半 = 于 AS ,= 上 k+1, 返回 (2). 

最 速 下 降 法 是 一 种 最 基本 的 算法 , 它 在 最 优化 方法 中 占有 重要 地 位 . 最 速 下 降 法 的 优点 是 工 
作 量 小 , 存 悄 变 量 较 少 ,初始 点 要 求 不 商 ; 向 总 是 收 伍 慢 ( 恢 赖 于 ，, ,在 角 小 总 附近 容 旬 出现 样 度 
正 交 现象 ). 最 过 于 降 法 适用 于 寻 优 过 程 的 前 期 先 代 或 作为 间 插 步骤. 当 接 近 极 重点 时 ,家 选用 
别 种 收敛 快 的 算法 . 

为 了 消除 梯 诬 正光 现象 ,在 选 代 过 程 中 可 进行 一 些 改 进 : 

法 一 , 先 用 梯度 法 求 近 和 似 最 优 和 解 ,再 用 牛顿 法 等 计算 . 

法 二 ,为 了 消除 梯度 正 交 现象 ,把 求 得 的 A, 用 0.94, 替代 计算 . 

法 三 ,平行 切线 法 :在 迭代 过 程 中 ,经 常 把 负 梯 度 方 向 - YFAE ) 替 换 为 5 =X 一 完 “,k 关 2, 即 用 
XX" - “作为 点 车 的 搜索 方向 . 这 种 搜索 方向 的 混合 方法 的 收敛 效果 毕 最 速 下 降 法 好 ，. 

如 果 第 并 次 选 代 是 一 个 加 速 步 , 则 最 优 步 长 A, 是 下 面 一 维 极 小 化 问题 的 解 : 

minf(X + ACR XE) = FR tA(T -TY )) 

平行 切线 法 有 多 种 类 型 ,区别 在 于 一 个 加 速 步 之 前 ,有 和 针 少 迫 代 步 使 用 最 速 下 降 方 向 ,以 及 加 速 
步 的 搜索 方向 除 取 入 -下 “外 ,还 可 取 互 - 瑟 - 或 于 ~ 让" 等 等 ,最 常用 的 平行 切线 法 是 由 交 
错 使 用 最 速 下 降 方 向 和 加速 步 的 方 同 构成 的 . 

例 4 几 最 速 下 降 法 求 问 题 minf(X) =2s + 的 最 优 解 . 

解 取 初 始点 下 = {1,1) ， 则 YE) = (4,2) .然后 从 天 出 发 , 沿 方向 
S = -了 KE) =(~4, -2) 进行 一 维 搜索 , 即 求解 min pg(A) = 大 下 +AS ) ,而 

x +as =[ 人 | 
| -2A 
故 
oA) =2f1 -4A) + {1 -2A)° 

邻 pp (4) =0, 得 A, =5A18, 于 是 


算出 


9 
再 从 X' 出 发 , 治 方向 5' = - VA(X') = [地 ,- 右 ] 进行 一 维 搜索 , 即 求解 min p(A) = 


扰 下 了 AS ,而 + AS | 


4 一 名 入 
2 2 16 宣 
= 和 二 (-1+4 = 一人 
pa) = (1+4A) +7(l -22) 
令 gp '(4) =0, 得 A, =5712, 于 是 


2 _ 7! ' _ 211 
Te -六 | 
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5.2 大 约束 最 优化 问题 的 解 .31 - 


按 上 上述 过 程 可 继续 下 去 ,直到 满足 收银 准则 为 止 . 该 问题 的 最 优 艇 王 ” = (0.1) "AX*) = 
5.2,4 牛顿 法 
考虑 无 约束 问题 min 天 了 I) ,假定 上 乒 夺 其 有 二 阶 连续 侦 导 数 ， 


牛顿 4Newton) 法 的 基本 思想 是 用 一 个 二 次 函数 去 明 近 目标 函数 乒 辣 ) ,然后 精确 地 求 出 这 个 
二 次 函数 的 极 小 点 ,并 把 这 个 极 小 点 作为 所 求 阴 数 的 极 小 点 下 "的 近似 值 . 
假定 尼 是 瑚 瑟 ) 的 极 小 点 下 "的 第 上 次 近似 ,将 天 下 ) 在 五 点 和 作 二 阶 泰勒 展开 ,上 略 去 高 于 二 
阶 的 项 ,得 
IK) = BEX) =fX) + 台大 下 (生生 
+ ne ETTIAY) (CE -了 
由 于 中 (于 ) 是 于 的 二 次 蚂 数 ,可 令 Y 四 (于 ) =0 求 得 由) 的 极 小 点 ,由 上 式 有 
VAR)+ YVANX)(ET-KR)=0 
若 黑 塞 矩 阵 Y 产生) 可 首 , 则 上 式 解 出 的 玉 就 是 二 次 函数 由 ( 王 ) 的 极 小 值 点 . 我 们 就 以 此 作为 
天 下 ) 的 极 小 点 于 "的 第 站 +1 次 近似 , 记 作 互 ”, 即 得 : 
VY) YACX ) (牛顿 迭代 公式 ) 
S = - [VAX)1 VAX') 《牛顿 方向 ) 
牛顿 法 的 渤 代 步骤 : 
(1) 选 定 初始 点 于 eR" ,给 定 多 许 误差 e >0, 令 让 =0; 
(2) 求 VAOZD),[ VAZ)] ,车 VACX*) ‖ <e, 则 停止 迁 代 ,于 ”一 下 ,否则 , 转 (3); 
(3) 令 SS=-[YAX)] VAX'); 
(4) 瑟 ” = 下 二 让 = 天 +1, 转 回 (2). 
如 果 站 到) 是 对 称 正定 矩阵 4 的 二 次 苞 数 , 则 用 牛顿 法 经 过 一 次 迭代 就 可 达到 最 优点 ;如 
玉 开 ) 不 是 二 次 锯 数 , 则 牛顿 法 不 能 一 步 达 到 极 值 点 . 但 由 于 这 种 函数 在 极 值 点 峙 近 秋 二 次 函数 
很 近似 ,因此 牛顿 法 的 收 合 速 度 还 是 很 快 的 . 牛顿 法 的 收 伍 速度 虽然 较 眉 ,但 要 求 黑 赛 算 阵 可 赣 ， 
要 计算 二 阶 导 数 和 北 抵 阵 ,就 加 大 了 计算 机 计算 量 竹 存 入 量 . 
如 果 初 始点 距 极 值 点 较 远 ,由 于 用 二 次 卫 数 去 近似 所 于 ) 总 有 误 盖 , 革 与 所 王 ) 的 极 值 点 也 
会 有 偏差 , 且 于“ 不 一 定 是 牛顿 方向 上 的 最 优点 ,这 就 可 能 出 现 后 继 点 的 函数 值 大 于 前 一 点 的 
函数 值 的 现象 ,因而 牛顿 法 可 能 收 敏 于 极 大 点 或 鞍点 ( 非 极目 点 } ,也 可 能 不 收 人 鳅 . 基于 这 些 原 
因 , 对 上 古典 的 牛顿 法 要 进行 修改 ,修改 的 方法 是 由 于 求 计时 , 沿 着 于 处 的 牛顿 方向 人 进行 一 
维 搜索 ,将 这 条 直线 上 的 最 优点 作为 于“ ,这 样 就 会 避免 收 人 证 于 极 大 点 或 鞍点 . 这 种 方法 通常 称 
为 阻尼 牛顿 法 ( 广 凡 和牛 核 法 ). 其 先 代 步骤 与 牛顿 法 基本 一 样 ,只 是 在 第 4 步 改 为 : 
C4) 从 互 出 发 , 沿 $ 进行 一 维 搜索 : 
minf( + AS = 大 天 + ALS') 
再 令 于 "= 于 +A.S = 天 +1, 转 回 (2)， 
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例 5 用 牛顿 法 求 下 曾 函 数 的 极 小 慎 . 
fCOR) = (和 ty tA) tx tt + A + 
取 初 值 为 妈 ={ 王权) 


解 将 /(X) 写 成 /{X) = 了 XX"AX,Xe RR 的 形式 ,其 中 ,4 ,4 为 


0 一 了 -2 1x4 13 1 
4 -| -: 6 -| A -| 1 /4 ws 


-2 -2 日 ]x 8 /8 14 
6 -2 一 21T172 0 
2 
-2 -2 站 ] /2 让 


1 .72 ]“4 1 3 1/81r0 0 
NX" = -A VARY) = | 2 -i 174 wel -lo 


1 之 Il/ 1/8 174- 0 


VANXY) = A -= 


则 极 小 点 为 


5.2.5 拟 牛顿 法 


牛 地 法 中 时 塞 矩阵 台 : 护 各? 不公 计算 复杂 ,而 且 会 出 现 病态 .不 正定 等 情况 . 为 克服 这 些 缺 
点 ,同时 保持 较 快 收 伍 的 优点 ,利用 第 上 和 第 有 +L 步 得 到 的 于 ,VHX ) 和 VAX”) ,构造 
一 个 正定 矩阵 Ge 近似 代替 六 :六 及 ) ,或 天 … 近 所 代替 [ 六: 产 天 )] ,将 牛顿 方向 改 为 


(Gl - 可 所 区) St 本 再 和 可 所 下 (3) 
从 而 得 到 下 降 方 问 . 
为 了 利用 下 ,VAX D) ,VACX ) 构 造 丰 ”, 正 ”, 记 : 
AR 《4 


因为 ?A(X') AX* AP 为 什么 ?) ,要 用 全 代替 立 : 放 下) ,或 王 ” 代替 [YY 天 芋 )] ,就 必 
须 有 
GAN: = Af:, AX = H'''AfF (5) 
称 为 拟 牛 顿 条 件 . 根据 这 个 条 件 ,通常 采用 人选 代 法 计算 G ”, 豆 ”, 称 为 拟 牛 顿 法 . 两 个 著名 的 达 
代 公 式 为 : 
RFGS( Boryden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) 公式 : 
GG: + AMM) - SA) (6) 
[各 ) AY (Ax ) OG A 
He + (1 + CAF) EA ar CA) 


(AF'Y Ax CAF) Ar 
Ax'(AF')'H' — HIAF'(Axr )" (7) 
(CAF ) Ax! 


DEP'{ Davidon-Fleteher-Powell) 公式 :; 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


5.3 用 MATLAB 优化 工具 箱 解 无 约束 最 优化 + 794， 
汪汪 (AR') 全 AS AAAF ) 
G =G + (1 + ( AX) AF! rv 
Af'(AX')'O 四 人 :AT(AFE)T7 i 
(AX')'AF! 
k+l ;ATCARY’ HAF'(AFY'H 
H =H i T kT 《9 1) 
TAFTAE CA) HA 


比较 这 两 个 公式 可 以 发 现 ,(6) 和 (7) 中 将 AT 和 Af' 互 换 就 分 别 得 到 (9) 和 (48). 称 它们 为 对 偶 
公式 ,BFGS 和 DEP 互 为 对 偶 方 法 . 

计算 时 可 置 矿 ' =I( 单 位 矩阵 ) ,对 于 给 出 的 下 ,利用 (3) (4) .06) 一 (9) 式 递 推 . 

可 以 证 明 ,只 要 (AAA8 >0, 如 此 构造 的 HH 就 是 正定 对 称 的 ,并 且 适 代 是 2 阶 收 伍 的 . 


5.3 用 MATLAB 优化 工具 箱 解 无 约束 最 优化 


5.3,.1 MATLAB 优化 工具 箱 简 介 


在 3.5 节 ,我 们 介绍 了 用 MaTLAB 工具 箱 中 的 函数 1inprog 解 线性 规划 的 谨 法 . MATLAB 
优化 工具 箱 主 要 提供 了 一 般 无 约 东 优化 与 约束 优化 的 求解 问题 ,同时 还 提供 了 非 线 性 方程 (组 ) 
的 求解 及 最 小 二 乘 (数据 拟 合 ) 问 题 的 解决 . 这 里 ,我 们 从 总 体 上 介绍 MATLAB 优化 工具 箱 

1. MATLAB 优化 工具 箱 的 主要 务 数 

MATLAB 求解 优化 问题 的 主要 了 痕 数 见 表 5 -1. 


宫 5 一 1 
一 元 淫 数 极 省 i x = fminbnot'F', Xx, 区- 
.4 a 
= fminune(t' FPF',Xo) 
无 约束 极 小 min F(R) 


X= fminsearcht'F',Xxo) 


min er 改 | 
线性 规划 X=-linprogtc,A,b) 
5.4. 成 时 三世 


.1 
min 本 Hz + 


二 次 规划 X= AAEProgtH,c,A,b) 
3. 上， 六 不 三 瞩 
0 和 x = fmincont' FO', XD) 
{ 非 线性 规划 ) 5 ft， 如 (有 ) 志 0 | 
达到 目标 问题 的 其 = fgqoalattaint'F', XxX,goal,w) 


st FEx) — wr gonl 


min max E(x)li 
极 小 极 六 问题 Te xX = fminimaxt' FG', xO) 
$. 41， 让 (CX) 芝 和 0 
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. 了 4 ， 第 5 草 无 约束 优化 


注 :|11 fminbngd 对 应 MATLAB 5.3 以 前 的 Emin ， 
[2] Eminunc 对 应 MAMTLAB 5.3 的 fminu;: 
[3| fminsecarch 对 应 MATLAB 5.3 的 fmins; 
[| quadprog 对 应 MATLAB 5.3 的 gp， 

[51 fmincon 对 应 MATLAB 5.3 的 constr; 


[161 fgoalattain 对 应 MATLAB 5.3 的 attgoal,， 


2， 人 忧 化 函数 的 输入 变量 


使 用 表 5 -1 中 的 优化 函数 或 优化 工 其 箱 中 其 他 优化 函数 时 , 输入 变量 见 表 5 -2， 


家 5-2 
变量 描 述 


一 一 ee 


线性 规划 的 目标 匀 数 下 或 二 次 规划 的 目标 


十 
函数 六 及 X + 下 中 线性 项 的 系数 向 基 
| 非 线性 优化 的 目标 函数 fun 必须 为 行 命令 
fun 灶 莹 或 可 文件 , 谨 人 时 数 ,或 MEx 文件 的 名 


二 次 规划 的 目标 函数 革 HHX+JX 中 二 次 项 


加 | 的 系数 矩阵 
I | 4 滤 阵 和 上 向 量 分 别 为 级 性 水 等 式 约 束 : 
| A 互 拟 台中 的 系数 矩阵 和 右 端 向 量 
a deg 窍 阵 和 beq 向 其 分 别 为 线性 等 式 约 束 : 
品 ,书信 
| eg .多 =beg 中 的 系数 算 降 和 五 端 向 量 
vlb,vub | 美的 下 限 和 上 限 向 量 :v1lb 志 天 去 vib 
xD 选 代 初始 点 坐 标 
X1 , x? 函数 最 小 北 的 区 间 
优化 选项 参数 结构 ,定居 用 于 优化 函数 的 
器 记 t ONS 参数 


3. 忧 化 画 数 的 输出 变量 
优化 隔 数 的 最 弟 用 的 输出 变量 见 表 5 ~3. 


家 5 -3 
变量 描 述 


油 用 图 邹 


1inprog, duadprog 


i 


fminbnad,iminsearch, fminunec, 


fmincon,l1sdcurvefit, lsoqnonlin, 


foacoalattain,fminimax 
UadBrody 


Linprog,duadprogyg, fgoalattain, 
fmincon, fminimax 
1inproeg i AuAadprog, fogoalattain, 
fminccon, fminimax 
linpnrog,dquadprog, fgoalattain, 


tmincon,fminimax, lsgrurvefit., 


1 名 nonlin 


除 fminbngd 外 所 有 优化 消 数 


a 


二 mm TD 


所 有 优化 消 数 


调用 晤 数 


出 优化 两 数 求 得 的 伪 . 疗 ” exitflag >0,”"M) x 
Xx 为 解 ;否则 ,x 不 是 最 疼 解 , 它 只 是 移民 制止 时 优 | 所 有 优化 函数 


I 
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5.3 用 MATLAB 优化 工具 稻 解 无 约束 或 优化 “35 。 


统 表 
linprog, duadprog,ftogcoalattalin,. 
fval 解 *+ 处 的 旭 标 加 数值 ftmincon,fminimax,lsqcurvefit, 
lsaqnonlin, fminbnd 

描述 退出 条 忻 : 
e exitflag > 人 10, 表示 上 自 标 畏 数 收 仅 于 解 x 椒 
exitflag | 。 exittiag=0, 表 示 已 达到 因数 评价 或 选 代 


的 最 天 次 数 
exirflag<n0, 表 示 卓 标 果 煞 不 收 生 


包含 优化 结果 信息 的 输出 结构 ，: 
* Iterations: 选 忧 次 数 

ss Algorithm; 所 采用 的 算法 
es FureccCounc : 画 和 数 评 价 次 数 


OUtEbut 


所 有 优化 函数 


4. 控制 参数 options 的 设置 

在 大多 数 优 化 程序 (包括 翅 约 束 优 化 、 非 线性 规划 ,最 小 二 乘 拟 合 等 } 中 有 一 个 控制 参数 
options, 它 包含 了 在 优化 程序 中 要 用 到 的 参数 , 供 使 用 者 在 计算 时 控制 精度 要 求 .输出 形式 、 
算法 选择 . 迁 代 次 数 等 ， 

Options 中 常用 的 几 个 参数 的 名 称 .含义 、 取 值 旭 下 : 

(1) Display: 显示 水 平 . 取 值 为 off 时 ,不 显示 输出 ; 取 值 为 iter 时 ,显示 每 次 迭代 的 
信息 ; 取 值 为 final 时 ,显示 最 终结 果 .默认 值 为 final . 

(2) MaxFunEvals: 允许 进行 函数 评价 的 最 大 次 数 , 取 值 为 正 整 数 . 

(3) MaxIter: 允许 进行 迭代 的 最 大 次 数 , 取 值 为 正 整数 . 

控制 参数 opt icns 可 以 通过 函数 opt imset 创建 或 修改 .命令 的 格式 如 下 ; 

{1) options =optimset( optimfun ) 

创建 一 个 含有 所 有 参数 名 ,并 与 优化 函数 optimfun 相关 的 默认 值 的 选项 结构 opt ions. 

(2) options =optimset{ paraml ,valuel, param2 ,value2,...) 

创建 一 个 名 称 为 opt ions 的 优化 选项 参数 ,其 中 指定 的 参数 具有 指定 值 , 所 有 未 指定 的 参 
数 取 默认 值 . 

(3) options =optimset(oldops, paraml ,valuel, param2 ,value2,...) 

创建 名 称 为 acldops 的 参数 的 拷贝 ,用 指定 的 参数 值 修改 oldops 中 相应 的 参数 . 

例如 ,OPtS = PEimsetr Display , iter , TolFun ,le -8) 

该 语句 创建 一 个 称 为 opts 的 优化 选项 结构 ,其 中 显示 参数 设 为 iter ,TolFun 参数 说 为 
1 一 日 ， 

Options 设置 的 更 多 实例 见 本 市 例 4. 


5.3.2 用 MATLAB 解 无 约束 优化 问题 
无 约束 极 小 化 问题 的 标准 型 为 : 
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min Fl) 
其 中 王 为 n 维 变 元 问 量 . 
1, 一 元 函数 无 约束 优化 问题 
解 一 元 函数 的 无 约束 优化 问题 : 
min Fx) Xx) x 
使 用 的 函数 是 fminbnd, 其 常用 格式 如 下 : 
{1} x = fminbnd (fun,x, ,X,) 
{2) x=fminbndt fun,x, ,Xx,,options) 
(3) [x,ftval | =iminbnd{') 
(4) [x,fval,exitfiliag| = fminbnd(:…) 
(5) [x,fval,exitflag,output | = fminpnd(..) 
其 中 (3) .(4} 5 的 等 式 右边 可 选用 (1) 或 62 的 等 式 右边 . 
函数 fminbna 的 算法 基于 黄金 分 割 法 和 汪 次 插值 法 , 它 要 求 目 标 函 数 必 须 是 连续 函数 ,并 
可 能 只 给 出 局 部 最 优 解 . 
例 1 求 站 =2e "smx 在 0<x<83 中 的 最 小 值 与 最 太 值 . 
建立 M 如 件 wlitil .m 如 下 : 
f= 2*exp( -x).*sin(x). 
fplot(f,10,8]); $ 作 图 语句 
[xmin,ymin| =fminbnd(f,d0.8) 
£1 = -2 * exp( x).* Sin{(x),; 
[xmax,Ymax| = fminbnd(f1,0,.8) 
运行 结果 ， 
XMmin =3.9270 
vmin = ~ 0.0279 
Xmax = .B04 
六 人 站 = 电车 半 各 
例 2 对 边 长 为 3 的 正方 形 铁 板 ,在 四 个 角 尊 去 相等 的 正方 形 以 制 成 方形 无 副 水 糟 , 问 如 
和 何 剪 使 水 构 的 容积 最 大 ? 
设 尊 去 的 正方 形 的 边 长 为 xz, 则 水 槽 的 容积 为 (3 -2x) x 
建立 无 约束 优化 模型 为 :min y= -(3 -2xh rz, 0 <x<l1.5. 
先 编号 攻 文 件 funo .m 如 下 : 
function f =fund{x) 
f= (3 -2*X),. 2: 
主 程序 为 wl1iti2 .m: 
ix,fval] =fminbpnaf fund ,0 ,1.5); 


其 碟 忆 庆 三 其 
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KMAaAX =0.5000 , finax =2.0000 
即 剪 掉 的 正方 形 的 边 长 为 0.5 m 时 水 攀 的 容积 最 大 ,最 大 容积 为 2 m . 
请 通过 例 1 和 例 2 体会 商 种 定义 目标 治 数 的 不 同方 式 . 
2， 儿 元 了 一 数 无 约束 优化 问题 
雪 元 函数 无 约 率 极 小 化 问题 的 标准 型 为 : 
min 天 ( 下 ) 
其 中 处 为 n 维 变 元 向 量 . 用 MATLAB 求解 上 述 问 题 ,可 以 使 用 fminunc 前 数 或 fminsearch 
函 煞 .命令 模式 为 : 
(1) x=fminunc(ftun,X0) ,或 x =fminsearcht fun,X0) 
(2) x =fminune(fun,X0,options) ,或 x =fminsearcht{ fun,X0 ,options) 
(3Y) [x,fval] = fminunc() ,或 [x,fval| = fminsearcht) 
(43 fx,fval,exitflag)] = fminunc{(.…) ,或 [x,fval,exitflag| = fminsearch 
(5) [x,fval,exitfiag,output!l =fminunct{t.), 
或 [x ,fval ,exitflag,output | = fminsearch(*) 
说 明 : 
ea ftminsearch 是 用 单纯 形 法 寻 优 .fminunec 的 算法 抑 以 下 几 点 说 阴 : 
[1] fminunc 为 无 约束 优化 提供 了 大 型 优化 和 中 型 优化 算法 .由 options 中 的 参数 Lar- 
Sescale 控 制 : 
Largescale = on (默认 值 ) ,使 用 大 型 算法 ; 
Largescaie = Gff (默认 和 值 ) ,使 用 中 型 算法 . 
[2] fminunc 为 中 型 优化 算法 的 搜索 方向 提供 了 4 种 算法 ,由 opticns 中 的 参数 Hes- 
sUpdate 控制 : 
HessUpdate = bfgs {默认 值 ), 拟 牛顿 法 的 BFGS 公式 ，; 
HessUpdate = dfp , 拟 牛 顿 法 的 DFP 公式 ; 
HessUpdate = steepdesc ,最 速 下 降尘 . 
[3] fminunc 为 中 型 优化 算法 的 步 长 一 维 搜索 提供 了 两 种 算法 ,由 options 中 参数 
LinesearchType 控制 ， 
LinesearchType = quadcubic ( 缺 省 值 ) ,混合 的 二 次 和 三 次 多 项 式 插值 ， 
LineSearchType = cubicpoly ,三 次 名 项 式 插值 . 
ss 司 用 fminunc 和 fminsearch 可 能 全 得 到 局 部 最 优 和 解 ， 
例 3 min F(x) =(4 + 2x + 4x x, +2x, +1)e” 
编写 M 文件 funl .m: 
function f =funil{(x) 
f£ = 人 XPTUKXTYTL (4 x(t1) 2 +2 wxX{2)~2 +4 xXC1) XxX(2) +2#* X(t2) +1); 
输入 文件 wliti2.m 如下: 
xD = -1,1|j: 
x = fminumcf funl ,x0); 


¥Y = tunlt(x) 
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x0 | -1 ,1 ]i 
[x,options| = fmimunet Eunl ,AX0 ,options) 名 要求 结果 输出 x 利 options 乱 


数 . 
y =options(8) 
运行 结果 ; 
x =:5000 -1.0000 


‘=.3029€=10 
例 4 Rosenbrock 函数 Faizi)=100(r 一 x )* + (1 x) 的 最 优 ( 极 小 ) 解 为 
xf” =(1,1)7, 极 小 值 为 六 =0, 试用 不 同 算法 (搜索 方向 和 步 长 搜索 ) 求 数值 最 优 解 . 初 值 选 为 
we( = 
为 落得 直观 认识 , 先 画 出 Rosenbrock 函数 的 三 维 图 形 和 等 高 线 图 . 
Rosenbrock 函数 的 三 维 图 形 ,M 文件 wliti31 .,m 如下， 
[x,y | =meshgrid( =2:0.1:2, -1:0.1 ;3); 
zZ 二 00 Ww (yy—X 22) .2+(L -XxX), 2 
mesh( X,Y ,Zz) 
画 出 三 维 图 形 如 图 5 一 2. 
画 Rosernbrock 孙 数 的 等 高 线 图 ,M 文件 wliti32 ,m 如 下 ; 
Contour(XiY ,za0 1) 
drawnow 第 画 出 当前 图 形 
hold on 
plot( =1,2,2, 8 )， 
Lext{( -1.2.2, start point ) 
Bliotii 1.) 
text(1,1, solution ) 


图 5 -2 Rosenbrock 函数 的 三 维 图 形 图 -3 Rosenbrock 函数 的 等 高 线 
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可 以 看 出 ,Rosenbrock 函数 呈 绕 过 原点 的 弯曲 形状 (这 利 函 数 称 香 殴 函 数 ) ,从 初始 点 到 
最 优点 有 一 狭长 通道 ,不 利于 河 负 梯度 方向 下 降 ,是 检验 优化 算法 性 能 的 有 名 了 图 数 ， 
(1) 用 fminsearch 了 困 数 
输 人 命令 Wwliiti41 .nm; 
Ff = 100*fxf37 -xfdye2e2+fl-xf1))7 2 
[x,fval ,exitEf1lag,output] = fminsearchft,[ -1.2 21]) 


X=1.0000 i1.0000 
fwval =1.915l1e 010 
exlttlag=1 
output = 
irerations:l109 
funcCount :202 
algorithm: ' Nelder _ Mead simplex direct search 
(2) 用 fminunc 负数 
用 3 种 搜索 方向 {BFGS ,DFP 和 最 速 下 降 法 } 及 2 种 步 长 搜索 (混合 二 .三 次 插值 和 三 次 捅 
值 ? 计 算 . 
建 守 M 次 和 忻 fun2 .m， 
function E = fun2{(x) 
f =100 *#* {x(2Y xt1) 2)"2+(1 -x(1);»°2 
主 程序 wiliti44 .m 如 下 ， 
和 fminunc 函数 饼 省 选项 
oldopt ions =optimset!( fminunc ) 
% 采用 中 型 优化 算法 
options =optimset (oldoptions, LargeScale', off') 
% DFP 法 、 混 合 二 、 三 次 搬 值 
optionsll =optimset(options, HessUpdate', dfp ) 
{x11 ,fvalill, exitflagll ,output1i1] = fminunc( fun2 ,[ -1.2 2j ,op- 
ticonsil) 
DauSe 
和 DFP 法 ,三 次 插值 
optionsl2 =optimset (options, HessUpdate "dfp', LineSearchType’, cubicpoly ) 
[x12, fvall2, exitflag12, output12] = fminunc(’ fun2 ',[ -1.2 2],op- 
tionsl2) 
Dause 
#s BFGS 法 ,混合 二 ,三 次 插 仁 
options21 =optimset(options, HessUpdate , pfgs ) 
fx21, fval21, exitflag21, output21] = fminunc{( fun2 ,| -1.2 2],op- 
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tions217 
DAause 
s BFGS 法 ,三 次 棉 值 
options?22 =optimset(options, HessUpdate , bfgs , LineSearchType ,; cubicpoly ) 
[x22 ,fval22, exitflag22, output221] = fminuncet( tun2 ,[ -1.2 2],op- 
tions22) 
pause 
#s 最 速 下 降 法 .混和 侣 二 .二 斌 插值 
options31 =optimset(options, HessUpdate', steepdesc ) 
[x31, fval31, exitflag31, output3l1 |} = fminunc( fun2 ,{ -1.2 2],op- 
tions31) 
$ 最 速 下 降 法 ., 设 定 最 大 迭代 次 数 8000 
options32 = optimset (options, HessUpdate ', steepdesc , MaxlIter ， 
8000, MaxFunFEvals ,8000) 
[ x32 ,fval32, exitflag32,output32] = fminunc{ fun2 .[ -1.2 21,cop- 
1rd21 
最 速 下 联 法 ,混合 二 .三次 插值 . 设 定 最 大 村 代 次 数 3000 
options33 = optimset (options, HessUpdate ', steepdesc , MaxIter ， 
9000, MaxFunEvals ,9000) 
[x33 ,fval33, exitflag33 ,output33! = fiminuncf fun2 ,[ -1.2 2],op- 
tions33) 
运行 结果 见 表 5 -4. 


表 5-4 Rosenbrock 画 数 不 同 算法 的 计算 结果 


混合 二 .三 次 捕 值 (D0.999 6, 0.999 2) 2.3109x10™ 155 
BBFOS = a 
三 次 插值 {1.000 i, 1.000 2) 04 3 x10"s 132 
合 二 ,三 次 插值 ,0.999 5, 0.999 0) 2.622 3X10 151 
DFP — : - 一 
三 次 插值 | (0.899 4,. 0.7995) a 
f -1.163 4, 1.361 0) 4.685 9 204 
最 速 四 一 
下 降 法 混合 二 ,三 次 插值 (0.044 6, 0.892 0) DO.003 1 8 002 
(DO.095 9, 0.991 6) 1.854 3x10™ 9 002 


"=r 


单纯 形 法 上 上 上 | (Cj,000 0, 1.0000) 1 .915 1 X 1 202 


可 以 看 出 ,最 速 下 降 法 的 结果 最 差 . 因为 最 速 下 降 法 特别 不适 合 于 从 一 葡 长 通道 到 达 最 优 解 
的 情 沈 . 
例 5 产销 量 的 最 佳 安排 问题 : 某 厂 生产 一 种 产 蔓 有 甲 . 己 两 个 牌号 ,讨论 在 产销 平衡 的 情 
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TT 


况 下 如 何 确定 各 自 的 产量 ,使 总 利润 最 太 . 所 请 产销 平衡 指 工厂 的 产量 等 于 市 场 上 的 销量 . 

设 z(xi ,X23) 表 了 东 总 利润 ;pj ,9 ,x*; 分 别 表示 围 的 价格 、 成 本 、 销 量 ;p, ,gq ,x 分 别 表示 乙 的 价 
格 .成 本 ,销量 . 

(1) 利润 跷 取决 于 销量 和 价格 ,也 依赖 于 产量 和 成 本. 按照 市 场 规律 , 甲 的 价 略 p, 会 随 其 铀 
量 *, 的 增长 而 降低 ,同时 乙 的 销量 x; 的 增长 也 会 使 甲 的 价格 有 稍 徽 的 下 降 ,可 以 简单 地 假设 价 
格 与 销量 成 线性 关系 , 即 


Pt = b, dX 一 下 于: + 3 0 , 昌 A > ta 


同 理 
Pa = 上 ~ Gry ~ GaoXasbay do sd > DH Go > da 
(2) 甲 的 成 本 随 其 产量 的 增长 而 降 继 , 且 有 一 个 新 近 值 , 引 以 假设 成 本 与 产量 成 人 负 指 数 关 
系 , 印 


一 rp i 
J 二 站 


+ es 站 of > 人 0 
同 理 
9 = re 2 de Ti ,Ace >0 
gob Airciri(i, = 2) 是 行 定 系数 ， 
(3) 总 利润 为 :ztzlzs) = (pi -9 + (ps 一 4)%o. 厂 根 据 大 量 的 统计 数据 , 求 出 待定 系数 
如 下 : 
b, = 100 ， bh, = 80 ， -= 0 r = 100 
2i| 三 ]， a =0.1, a =0.2, a =2 
A =0.015, A,=0.02, ¢ =20, c, =30 
则 问题 转化 为 无 约束 优化 问题 : 求 甲 , 乙 两 个 牌 导 的 产量 x ,zs ,使 总 利润 最 大 . 即 ,为 求解 该 模 
型 , 先 忽 略 成 本 ,并 令 ae, =0,a,, =0, 问 题 转化 为 求 
2 二 (bh x + (Cb, — qo AX, 
的 极 值 . 显然 其 解 为 x， = 5726 =50,z = /2aws =70, 我 们 把 它 作为 原 问题 的 初始 值 . 
建立 对 文件 fun .m: 
function f =fun(tx) 
yi ={(100 -x(t1) -0.7T *x(2)) —- (30 wexp( -0.015s wx(1)) +20))#* x(1): 
y2 =((280 -0.2*X(1) 一 了 本) (100 * exp( -0.02 * x(2)) +301) * x{2). 
f= -vl -ve, 
主 程 序 wliti5 .m 如 下 : 
x0 =[50,.701; 
x = fminunct fun ,x0), 
2 = fun{x) 
计算 结果 : 
X=23.9025, 2.4971, f=.4135e +003 
即 引 的 产量 为 23.902 5 , 乙 的 产量 为 62.497 7 ,最 大 利润 为 6 413.5. 
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5.4 寺 是 


1. 求 下 列 函 数 的 梯度 和 黑 守 矩阵: 
(1) FOERY =Y + 2x, + 3x: — dx x,; 
(2Y FOEY =x? + ln(x, x,}. 
2. 考虑 无 约束 问题 
:i 
Ii1N Eh 
求 满足 极 值 必要 条 件 的 点 ,并 用 充分 条 件 验证 这 些 点 是 极 小 点 ， 
3. 试用 最 速 下 降 法 求解 
min{ x， + 2%2 ) 
设 初始 点 取 为 车 = (4,4) , 连 代 三 次 ,并 验证 相 分 两 次 选民 的 搜索 方向 是 相互 和 乓 直 的 . 
4， 用 牛顿 法 求 函 数 拓 五 ) =x; +4x; +9xa -2x +18m 的 极 小 点 (初始 点 可 任意 选取 ). 


5， 用 DFP 方法 求 人 (站 ) = ef3x +x +55i3 十 Xi +3x) 的 极 小 点 . 
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目标 函数 或 约束 条 件 中 至 少 有 一 个 是 非 线 性 函数 的 最 乱 化 问题 叫 微 非 线 性 规划 问题 
非 线 性 规划 问题 的 数学 模型 一 般 可 写 为 : 


min 记 下 ) 
本 号 有 0 = 2 (1 
ee =0 j=1,2,,t 


其 中 下 =(xixa oz) ER ,表示 X 革 是 nn 维 欧 氏 空 间 R" 的 向 量 或 点 , f,g,,h, 是 定义 在 R* 上 
的 实 值 疾 数 , 简 记 
ff: R"— RR, a, R"—R, 站 有 RR 一 
如 果 采 用 同 量 表 示 法 , 则 问题 (1) 可 以 写成 : 


min 成 二 

人 (下 ) 袜 00 
.tt 2 
| es = 人 


其 中 
BX) = (pg (KX) ,ga (KR), ,gn (KY) 
h{) = Ch CN) ,A (XN) ,h(E}) 
即 g, 刀 分别 是 定义 在 R" 上 而 取 值 于 R",R: 的 向 量 函 数 , 简 记 为 g: RR",h: R"-R' 
至 于 求 目 标 函 数 的 最 大 值 或 约束 条 件 为 小 于 等 于 零 的 捕 况 ,都 相通 过 取 其 相反 数 ,化 为 上 述 
一 般 形 式 . 


6.1 非 线性 规划 的 数学 模型 


建立 优化 问题 的 数学 模型 ,首先 要 确定 问题 的 决策 变量 ,用 外 = (x, ,x,,…,x,) 表示 n 维 向 
量 ,然后 构造 模型 的 目标 函数 六 五) 和 允许 五 取 值 的 范围 太 eDD, 其 中 D 称 为 可 行 域 ,常用 一 组 不 
等 式 ( 也 可 以 有 等 式 )g,( 政 ) 0(i=1,2,…,m) 来 界定 , 称 为 约束 条 件 . 一般 地 ,这 类 模型 可 表示 
为 : 
Si A 
Bt 下) 之 站 二 1,2,.,.m 
例 1 约 东 回归 ) 某 大 学 希望 为 它 的 毕业 生 安 排 工作 位 置 . 为 简单 起 见 ,假设 每 个 毕业 生 搓 
受 政 府 部 门 .工业 界 或 科学 院 中 的 一 个 位 置 . 令 N 为 第 ;年 毕业 的 人 数 ,j =1,2,…,n, 并 令 GJ 
和 和 ACG + 了 + 丰 ,=N) 分 别 为 第 年 进入 政府 、 工 业界 或 科学 院 的 人 人数 . 
考 碟 的 一 种 方法 是 假设 给 出 每 年 学 生 人 数 参 加 各 部 门 的 比例 . 如 果 比 例 分 别 为 A,, 则 在 第 j 
年 可 入 计 出 参加 各 种 工作 的 人 数 为 ; 
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人 二 | = 凡生 A = AsNY 
为 了 有 根据 地 衡量 这 个 模型 的 可 靠 性 ,必须 了 解 进 入 这 三 个 上 作 部 门 的 实际 人 数 ,上 和 4 


与 预计 的 数字 ,7 ,4, 之 间 的 差别 , 按 最 小 二 乘法 估计 ,为 使 

FS [GG + (有 
为 最 小 ,同时 满足 所 有 毕业 牛 为 这 些 行业 所 雇佣 的 约束 条 件 . 根据 进入 各 行业 的 比例 ,模型 可 表 
大 六， 


min > [IC -AN + -AN) + (A - AN,)’] 


的 + 外。 十 成 ;3 三 
入 芋 自 ,入 法 从 ,六 ， 全 吕 
例 2{ 投 资 间 题 ) 殷 设 某 公司 在 下 一 个 计划 期 内 可 用 于 投 次 的 总 资本 为 8 万 元 ,可 殿 选 择 
的 投资 项 目 共 有 个 ,分 别 记 为 1,2, ,a 已 知 对 第 j 个 项 目的 投资 总 额 为 a 万 元 ,而 收益 总 额 
为 万 元 . 问 如 何 进 行 投资 ,省 能 使 利润 率 ( 凤 单 位 投资 可 获得 的 收益 ) 最 高 ? 
解 ” 设 投 痪 决 苹 县 量 
r' 若 对 第 j 个 项 目 投资 
”Lo， 车 不 对 第 j 个 项 目 投 资 
则 该 问题 可 归结 为 求 变量 x (j=1,2,…,n) ,使 


(i 一 1 .2 ,7) 


ia fl Wi a 人 


LX b 
.+. 


x = 0 或 1 (= 1,2,,n) 


6.2 非 线性 规划 问题 的 解 


一 般 说 来 ,求解 非 线性 规划 问题 要 比 求解 线性 规划 问题 困难 得 多 . 非 线 性 规划 不 像 线 性 规划 
那样 有 统一 的 数学 模型 ,又 有 单纯 形 法 这 --- 通 用 解法 , 非 线性 规划 中 前 还 没有 适合 于 各 种 问题 的 
一 般 算 法 ,各 个 算法 都 有 特定 的 适用 范围 , 带 有 一 定 的 局 限 性 , 它 是 需要 人 们 更 深入 地 进行 研究 
的 领域 . 由 前 面 知 识 可 知 , 线 性 规划 问题 如 果 有 最 优 解 ,其 最 优 解 必 然 能 在 可 行 域 的 顶点 (或 边 
界 ) 上 取得 ; 面 非 线 性 规划 问题 的 最 优 解 却 可 能 在 可 行 域 的 任 一 点 上 取得 . 因此 ,线性 规划 中 单 
纯 形 法 求 出 的 是 全 局 最 优 解 ,而 一 般 非 线性 规划 方法 求 出 的 只 是 局 部 最 优 解 . 

绝 大 多 数 实际 问题 部 是 有 约 来 他 题 , 对 约 来 极 小 化 问题 来 说 ,除了 要 使 目标 肾 数 在 每 次 过 代 
时 有 所 下 降 外 ,还 要 时 刻 注 意 解 的 可 行 性 问题 ( 某 些 算法 除外 ) ,这 就 给 导 优 工作 带 来 很 大 困难 . 
求解 带 约束 条 件 的 非 线 性 规划 问题 的 常见 方法 是 :将 约 来 问题 化 为 无 约束 问题 ,将 非 线 性 规划 间 
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题 化 为 线性 规划 问题 ,以 及 将 复杂 问题 化 为 较 简 单 的 问题 的 其 他 方法 . 
6.2.1 基本 概念 


与 线性 规划 问题 一 样 ,把 满足 本 章 前 言 的 问题 (1) 中 条 件 的 解 X( < R") 称 为 可 行 解 { 或 可 行 

点 ) ,所 有 可 行 解 的 集合 称 为 可 行 集 (或 可 行 域 }, 记 为 D. 即 
D = {XI g(X) 0h{X) = 0,7e 及" 

问题 (1) 可 简 记 为 min 大 下 )， 

与 线性 规划 问题 最 优 解 概念 不 同 的 是 , 非 线性 规划 问题 的 最 优 解 可 分 为 局 部 最 优 解 和 全 局 
最 优 解 两 种 ， 

定义 1 对 于 问题 (1) , 设 于 "< 了 , 若 存在 8>0, 使 得 对 一 切 丰 ED, 且 用 于 -下 "| <5, 都 有 
成 于" ) <f(X) , 则 称 X" 是 f(X) 在 D 上 的 局 部 极 小 值 点 (局 部 最 优 解 ). 特别 地 , 当 XzX" 时 ,着 
A(X* ) <HX) , 则 称 下 "是 作 X) 在 D 上 的 严格 局 部 极 小 值 点 {严格 局 部 最 优 解 ). 

定义 2 对 于 同 题 (1) , 设 天 e D, 关 对 任意 的 XeD, 都 有 f(X') 所 F(X) , 则 称 X" 是 f() 
在 D 上 的 全 局 极 小 值 点 {全 局 最 优 解 ). 特别 地 , 当 子 了" 时 ,着 帮 YX") <ALX) ,出 称 下 "是 扎 开 ) 
在 DD 上 的 严格 全 局 极 小 值 点 (严格 全 局 最 优 解 ). 

从 定义 可 以 看 出 ,下 "是 局 部 极 小 值 点 ,是 指 以 瑟 * 为 中 心 的 一 个 邻 域内 ,天 五 ) 在 点 五 " 处 取 
得 最 小 值 ; 式 * 基金 局 极 小 值 点 ,是 指 在 可 行 域内, A(X) 在 点 政 " 处 取得 最 小 值 . 全 局 极 小 值 点 
可 能 在 某 个 局 部 极 小 值 点 处 取得 ,也 可 能 在 可 行 域 用 的 边界 取得 


6.2.2 有 约束 的 非 线 性 规划 问题 的 最 优 性 条 件 


1. 等 式 约 束 问题 的 最 忧 性 条 忻 
考 嵌 问题 
min 人 岂 下 ) z (1) 
s.t. hi) =0 7=1,2,",! 
定理 1( 一 阶 必 要 条 件 , 拉 格 朗 日 (Lagrange) 定 理 ) 设 放 hCG=1,2,…, 门 在 可 行 点 六 "的 某 
个 邻 域 N(X" ,5) 可 微 ,向 量 组 了 h(xX* ) 线 性 无 关 . 如 果 于 "是 问题 (1) 的 局 部 最 优 解 , 则 存在 实 
数 A， ,使 得 
YATE ) 一 >A Vh (XT) = 站 [( 即 VE =0; 而 Y=0 即 访 (和)=0) 


其 中 ,LCTE,A) = 帮工) - Ah( 于 ) 称 为 拉 格 朗 日 函数 ,A 称 为 拉 格 朗 日 乘 子 向 量 . 
拉 格 衣 日 定理 的 意义 在 于 能 将 问题 (1) 的 求解 转化 为 无 约束 问题 的 求解 . 
定理 2( 二 阶 充分 条 件 ) 设 钱 "eR" 是 问题 (1) 的 可 行 解 ,hh (j=1,2,… 六 在 下 二 底 可 

微 . 如 果 存 在 向 量 A"”e 了 ,使 YL(EE,A  ) =0, 且 天王 ,A) 的 黑 塞 算 阵 再 ( 下 ,正定 , 则 互 " 是 

问题 (1) 的 局 部 最 优 解 . 

2. 不等式 约束 问题 的 最 优 性 条 件 
短 感 问题 
mn 太志 ) 


(2) 
st B00 7=1,2,.…,h 
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定理 3( 库 态 ~- 卉 克 ({Kuhn-Tucker) 必 要 条 件 }) 设 下 "是 问题 12)7 的 可 行 解 ,六 gf(ie 门 在 下 
可 拔 .8:tE 门 在 二 连续 ,再 想 设 Ve,{ 革 " }(ie 中 线性 无 关 , 如 果 匡 "是 问题 (2) 的 局 部 最 优 和 解 ， 
则 存在 jn,(ie 了 ,使 得 
VAX)- YO pvea(X")=0 
| 名 (K-T 条 件 ,XX' 为 K-T 点 ) 
nO0, Viel 


如 果 再 假设 g,(i& 门 在 XX* 也 可 向 , 则 上 述 K-T 条 件 可 改 为 ; 
VAX')- Suve(X)=0 


mRAAX )》 =0,.E=1,,m 
mn 
其 中 了 = iilg,(X) =0,XeDi ,表示 在 可 行 点 起 约束 作用 的 指标 集 . 
定理 4(K-T 充分 条 件 ) 设 是 问题 (2) 的 可 行 解 ,f, -gti=1,…,m) 是 贞 应 微 , 且 在 六 
可 微 ,又 点 时 满 足 K-T 条 人 忻 , 则 六 "是 全 局 最 优 解 . 
例 1 求解 最 优化 问题 
min {{x, —1)° + zx,| 
gi =-x -x,+2 守 0 
s. | 
82( 革 ) = x 守 0 
解 因为 VAX) =(2{x; -1) ,1) ,Vg (X) =( -1, -1) ,Vgu(X) =(0,1) , 故 


2fx -1) -1 0 0 
ko 
K-T 条 件 为 :afz +x, -2) =0 
有 和。 二 昌 
HAa 全 名 
即 
nl +2x, -2=0 
有 一 此 + l= 人 0 
mtx + -2) =0 
有 YX 三 间 
HIPa 演 
这 是 非 线 性 方程 组 ,但 不 难 求解 得 py, =0 ,p=1,x, =1,x, =0. 即 互 ” =({10) 满足 K-T 条 件 . 
及 因为 成 下 ) ,g,( 萤 ) ,gs 是 ) 为 凸 苛 数 , 且 在 三" 处 可 拆 , 依 定理 4 知 夺 " =(1,0) 为 全 局 最 
优 解 . 
3， 等 式 和 不 等 式 约 东 问题 的 最 优 性 条 件 
min fA( XI 
lp 主人 00,， i=1,2,...……,m 


(3) 
CX) =0, j=1,2,.,l 
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定理 5( 库 恩 - 塔 克 必 要 条 件 ) 设 于 "是 问题 (3) 的 可 行 解 ,六 giLie 门 在 开 " 可 微 . gi(iED 
在 了 连续 ,=1,2,… ,让 在 针 * 连续 可 微 ,再 假设 Vg,(X')(ieD 和 Vh(X*)(j=1,2,.…,l) 
线性 无 关 . 如 打 多 "是 问题 (3) 的 局 部 最 优 解 , 则 存在 x,(ie 1 了) 和 vw(j=1,2,…, 了 ) ,使 得 


TAY ww 到” 一 rh = 人 0 
放下 ) PvE) DovVh(X’) (K-T 条件, 站" 为 K-T 点 ) 
M0, viel 


如 果 再 很 设 gti 羡 门 在 于" 也 可 微 , 则 上 述 K-T 条 件 可 改 为 : 
VAE")-— 六 YE) - 2 Yh (YY ) = 人 


Wg (XX) =0,i=1,,m 


及 区 Qi = 1 m 
6.2,3 有 约束 的 非 线 性 规划 问题 的 求解 方法 


1. 非 线 性 规划 的 线性 通 近 
代数 方法 ,如 人 迭代 法 ,对 于 线性 等 式 或 不 等 式 非常 有 将, 以 至 很 多 非 线性 规划 问题 可 以 用 与 
之 近似 的 线 竹 问题 来 代替 , 司 间 题 简化 . 下 面 我 们 介绍 的 近似 规划 法 就 是 一 种 线性 化 方法 . 
近似 规划 法 的 基本 思想 :将 问题 (3) 中 的 目标 卫 数 (于) 和 约束 条 件 g (XE) 30 {i =1,…， 
mi) ;hh (时 ) =00=1,…,) 近 似 为 线性 函数 ,并 对 变量 的 取 值 范围 加 以 限制 ,从 面 得 到 一 个 近似 
线性 规划 问题 ,再 用 单纯 形 法 求解 之 ,把 符合 原始 条 件 的 最 优 解 作为 (3) 的 解 的 近似 . 每 得 到 一 个 
近似 解 后 ,都 从 这 点 出 发 ,重复 以 上 步 又 . 这 样 ,通过 求解 一 系列 线性 规划 问题 ,产生 一 个 由 线性 规 
划 最 优 解 组 成 的 序列 ,经 验 表 明 ,这样 的 序列 往往 收 襄 于 非 线 性 规划 问题 的 解 ， 
近似 规划 法 的 算法 步骤 如 下 : 
(1) 给 定 初 始 可 行 点 到 = rl, 名，… |, 步 长 限制 (=1,…,n), 步 长 缩小 系数 
Be (0,1) ,人 允许 误差 8, 令 上 =1. 
(2) 在 点 下 处 ,将 AX),g,( 玉 ) ,4b (于) 按 索 勒 级 数 展开 并 取 一 阶 近 似 , 得 芭 近 似 线 往 规划 
问题 : 
F(X) 二 大 下 ) + VACX) (下 一下) 
gE) p(X) + VB ) (KR- KK)0, i=1,.,m 
hE) hh (RR) + VhCX) (下 一 四) =0, j=1,.,! 
(3) 在 上 述 近 似 线性 规划 问题 的 基础 上 增加 一 组 限制 步 长 的 线性 约 东 条 件 . 因为 线性 近似 
通常 只 在 展开 点 附近 近似 程度 较 高 , 故 需 要 对 变量 的 取 值 范 留 加 以 限制 ,所 增加 的 约束 条 性 是 ; 
Ix -x | 三 全 人 
求解 该 线性 规划 问题 ,得 到 最 优 解 在 ”， 
(4) 检验 半点 对 原 约束 是 否 可 行 . 车 入 … 对 原 约 东 可 行 , 则 转 步 骤 (5) ;否则 ,缩小 步 长 限 
制 , 令 剖 =BB' (j=1,…,n) ,返回 步骤 (3), 重 解 当 前 的 线性 规划 问题 . 
(5) 判断 精度 . 车 || <a0=1,…,#), 则 点 和 为 近似 最 优 解 ; 否则 , 令 5 = 
(j=1,… ,nn) ,=k+1, 返 回 步 又 (2). 
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用 近似 规划 法 求解 非 线 性 规划 问题 时 , 步 长 限制 向 量 8 的 选择 对 算法 的 影响 很 大 . 如 果 人 
取 秆 太 小 , 则 收 全 很 慢 ; 蔡 六 取 值 太 大 , 则 线性 规划 的 最 优 解 往往 会 越 出 原始 可 行 域 , 这 样 只 得 
再 减 小 , 重 解 当 前 的 线性 规划 ,从 而 增加 计算 量 .5 大 小 的 选择 与 初始 点 .函数 的 性 态 等 有 关 ， 
须 视 具体 情况 而 年 ， 
例 2 用 近似 规划 法 求解 下 列 问 题 
min A) = -2x — x 
gi{) = 25-x -0 守 0 
3 -an = 了 一 2 +xy 区 站 
Dax ,0 10 
给 定 初 始 可 行 点 居 =(3,2.5) ,6 =(2,1) ,8=0.5. 
解 ” 第 一 次 迁 代 :在 点 羡 处 将 g,( 羡 ) ,g, (4) 线 性 化 : 
gi{K)~ gi(X) + VegtX)' (XX-X) 


61Tr XC—3 
-975+ | | | | = 40.25 _ 6x, -~ 5x, 0 
— 5 — 2.9 
gi KX)= gsAX) + VEY) (XX—¥) 
=-425+|， | | | = 9.75 —- Gx, + 3x, 之 昌 
Wn 


步 长 限制 : | 症 - 计 | 志 6 , 即 -2<x -332, -1<x, -2.5<1. 
再 考虑 到 ， ,x; 本 身 的 约 东 ,得 到 近似 线性 规划 问题 ， 
minft ¥) 二 一 2 — %, 
40, 25 - Gx, — 5x, 之 习 
5.t. ms - 6x + Sx, 守 0 
| x) ,1.5 和 x 3.35 
把 它 化 为 线性 规划 的 标准 形 : 令 7 =% -1,ya = x 一 1.5, 得 
mint 一 27 一 — 3.3) 
GY, + 5y, + 7 = 20. 75 
s.t. 加 — Sv, + yy, = 11.25 
y 2 人 0,7 之 


用 单纯 形 法 求解 ,可 得 关 = [4 二 ,3 各 】 ,经 检验 不 满足 原始 约束 
第 二 次 适 代 : 取 B=0.5, 减 小 步 长 限制 为 6' =(1,0.5)", 返 回去 修改 上 述 近似 线性 规划 中 的 
步 长 限制 ,得 新 的 近似 线性 规划 问题 为 
minf( XX) = — 2x, — 2%, 
40. 25 一 0x 3%, 区 曲 
g.. | 75 6x, + 5x, 守 0 


2 和 xX 4,2 守 XI 革 3 
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与 第 一 次 选 代 凑 伺 , 先 把 上 述 问 题 化 为 线性 规划 的 标准 形 , 再 用 单纯 形 法 求 之 , 即 可 贸 : 
ER: = 《4,3)7， 姑且 ) =~- 1 
经 检验 可 知 , 此 站 点 已 是 原 问 题 的 景 小 值 点 ， 
2， 罚 函数 法 
辕 函 数 法 基本 思想 是 通过 构造 罚 函 数 把 约束 问题 转化 为 一 系列 无 约束 最 优化 疝 题 ,进而 用 
无 约束 最 优化 方法 去 求解 . 这 类 方法 称 为 序 到 无 约束 最 小 化 方法 , 简称 为 SUMT, 其 一 为 SUMT 
外 点 法 ,其 二 为 SUMT 内 点 法 . 
(1) SUTM 外 点 法 
对 于 等 忒 约束 
min A(X) 
st h(K) =0,7= 1,2,,1 


可 转化 为 求 :min7( 亚 ,W) = 玉 X) + 用》 [h(X) ]* ,其 中 对 是 一 个 较 大 的 正 数 ， 


对 不 等 式 约 东 , 由 于 &(E) 320O 等 价 于 等 式 约 东 :min(0,8i()) =0. 于 是 对 一 般 的 非 线性 规 
划 问 题 , 可 设 : 


TOX,M) = f(X) + MY [min(O,g (XY + MS {Ch(X)Y (4) 


将 问题 (3) 转化 为 无 约束 问题 ， 
minT{ X,M) {5) 

其 中 了 旦 ,时 ) 称 为 蚤 函数 , 邮 称 为 罚 因 子 , 带 上 的 项 称 为 罚 项 . 这 里 的 罚 羡 数 只 对 不 满足 约束 条 
件 的 点 实行 惩罚 :当下 sD 时 ,满足 各 g,(XX) 产 0, 有 (于) =0, 故 罚 项 等 于 0, 不 受 无 罚 ; 当 守 ED 
了 时, 必 有 gg,( 下 ) <0 或 h( 于 ) 关 0 的 约束 条件, 故 罚 项 大 于 0, 委 受 德 罚 . 

定理 6 落 对 某 个 确定 的 数 对 ( >0) ,无 的 东 问 题 15) 的 最 优 解 下 (5 4) e DD{( 可 行 集 ), 则 
(WH) 必定 是 问题 (3) 的 最 优 解 . 

定理 6 说明 只 要 求 出 无 约束 极 值 问题 (5) 的 最 优 解 , 老 它 包含 在 可 行 集 呈 内 ,那么 就 相当 于 
求 出 了 问题 {4) 的 最 优 解 . 

实际 计算 中 , 罚 因 子 于 的 值 取得 过 大 ,过 小 都 不 好 . 一般 方法 是 , 知 问 题 (5) 的 最 优 和 解 X(N) 
& 司 , 则 取 肯 ,> 训 >0 来 替 措 问题 (5) 中 的 亲 , 重复 上 述 讨 论 ,可 以 证 朋 相 应 问题 的 最 优 解 . 
{WY ) 若 不 属于 DP, 浊 环 与 DD 的 距离 必定 小 于 守 与 D 的 距离 , 随 着 好, 值 的 增加 , 罚 函 数 中 的 
罚 项 作用 越 来 越 大 , 即 对 点 脱离 可 行 域 的 悉 罚 越 来 越 重 , 这 就 迫使 罚 郴 数 的 极 小 点 天 与 可 行 域 
D 的 “距离 ” 越 来 越 近 ., 当 对 , 趋 于 % 时 ,点 列 1X | 就 从 可 行 域外 部 趋 于 原 问 题 的 极 小 点 . 如 此 便 
将 问题 (3) 转 化 为 一 系列 的 无 约束 问题 (0 < < < 并 ,< … 一 .因此 此 方法 也 是 SUTM 外 
总 法 ( 罚 函 数 法 )， 

罚 函数 法 的 达 民 步骤 : 

人 DD 任 意 给 定 初始 点 了 , 取 蜡 >0, 给 定 公 许 误差 >0, 令 站 =1 

中 求 无 约束 极 值 问题 minT(X,M,) 的 最 优 解 , 设 为 对 = 于 (MH;), 即 

minT( X,M,) = T(E ,M,) 
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多 车 存在 i{1<im) ,使 -8 人 和) >e, 则 权时， > 时 (如 取 果 =a,a=10), 令 大 = 大 +1 
返回 加 ;否则 , 停 上 办 代 , 得 最 优 解 生 ”二 XX 人. 
需 指 出 的 是 ,上 述 计算 方法 对 玉 玉 )、-g,( 半 ) 没 有 上虞 性 要 求 ,规划 问题 不 一 定 是 点 规划 , 因 
此 ,可 以 说 罚 函 数 法 提供 了 求解 非 凸 规划 问题 的 一 种 方法 ， 
罚 汗 数 法 的 缺点 是 ,每 个 近似 最 优 解 ¥ 往往 不 是 容许 解 , 而 只 能 近似 满足 约 东 ,在 实际 问题 
中 这 种 结果 可 能 不 能 使 用 ;在 解 一 系列 无 约 东 问题 中 ,计算 量 太太 ,特别 是 随 着 蚜 的 增 大 ,可 能 
会 导致 错误 . 
(2) SUTM 内 点 法 (障碍 销 数 法 ) 
考虑 问题 
min 站) [61 
Ss.t. ECA) O07=1,2,.……,m 
设 集合 DD = { 王 |g.( 半 ) >0,2=12,…,m| 关 们 , 妈 六 是 可 行 域 中 所 有 严格 内 点 的 集合 . 
引信 单 变量 函数 :of 人 = 一 nt 或 p(t) =17tt>0) ,以 此 物 千 障碍 函数 所 下 ,ri): 


NR,r) = AXY - »> in g, (XX) 


由 


HX.r) = f(X) + 7D 


JI 


其 中 , 称 -+ > In g(X) 或 + > 一 元) 为 障碍 项 ,7 为 谭 碍 因子 


这 样 问题 (6) 就 转化 为 求 一 系列 无 约 东 狂 质 的 极 值 间 题 ; min1{ 站,r,) , 求 其 最 优 解 ,并 记 为 
Y{r,). 

内 点 法 的 思 帆 是 在 约 东 区 域 D 的 边界 筑 起 一 道 “ 墙 ”, 当 进 代 点 半 靠近 边界 时 , 晒 数 值 陡 然 
并 大 起 来 ,于 是 最 优点 瑟 " 就 被 “ 挡 " 在 可 行 集 已 内 部 了 . 从 而 在 了 内 部 求解 一 系列 巨 约 东 极 值 的 
最 优 解 以 乏 步 明 近 原 疝 题 的 最 优 艇 . 

使 用 范围 :只 适用 于 不 等 式 约 东 的 最 优化 问题 . 

ss 

定理 7 考虑 所 对 ,rr ) = 天 下 ) ER yp 
解 之 ”存在 , 且 f(X),g,(XX) 为 连续 函数 ,点 列 | 已 ;| 有 界 ,D 关 人 如 且 六 的 闭 包 clD = D,ir|} 清 
Rr rT 0, Hlimr, = 人 D, 则 

DD 点 列 1X | 的 任意 极限 点 都 是 向 题 (5) 的 最 优 解 ; 

@i 玫 XY) | 为 单调 下 降 数 列 ,limf(X ) = 六 = limf(X) ,limX* = 下 

内 把 法 的 选 代 步骤 : 

中 给 定 允 许 误差 >0, 取 7>0,0<B<1l, 

@ 求 出 约束 集合 隔 的 一 个 内 点 于 eD , 令 k=1. 

epD' 为 初始 点 ,求解 min1( 半 ,r) 的 最 优 解 , 设 为 xX =Etr)eD. 


设 min7( 六,n)》 的 最 优 解 和 及 问题 {5) 的 最 优 


@ 检验 是 否 满足 | -Ing( 下 )|<。 或 | 一 吉 >| <6, 车 请 足 , 则 停止 迁 代 ， 


+1=1 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


6.3 用 MATLAE 优 化 工具 箱 解 非 代 性 规划 . 31 。 


下 ”一天 ;否则 取 m， = Bri, 令 上 = 上 +1, 返 回合 . 
SUTM 内 点 法 的 优点 是 每 步 达 代 得 到 的 最 优 解 都 在 DD 内 , 帮 易 得 较 好 的 近似 最 优 解 . 缺点 是 
在 解 一 系列 无 约束 问题 中 ,计算 量 太 大 . 7 的 选取 对 收 侣 速度 很 重要 ,特别 是 随 着 六 的 减 小 ,可 
能 导致 错误 . 不 能 处 理 等 式 约 东 . 改进 的 方法 是 用 内 、 外 点 法 合用 的 混合 罚 函 数 法 等 ， 
例 3 用 内 点 法 求 下 列 规划 问题 的 极 值 . 
i EY 已 (2 Py 


x 一 1 宇 洛 
st 
XxXy 区 日 


解 ”求解 具有 无 约束 性 质 的 极 伍 问题 


1 | 
mini(¥ ,7) 一 Did +1) +x + "| + 一 


Yi 一 上 革 


一 31 =1 -三 的 驻 点 ,得 ai = YI+3WF,m =vF, 当 0 时 ,得 扩 
x 一 Xa 
限 值 * =1,x; =0. 所 以 原 问 题 的 最 优 解 为 站” = (1,0). 


6.3 用 MATLAB 优化 工具 箱 解 非 线性 规划 


| 
求 了 = +1) 一 


6.3.1 二 次 规划 的 解法 
二 次 规划 的 标准 型 为 : 
min 2 = x"Hx 十 如 时 
迪 工 雪上 


s.t. fAeq * = beg 
VLB<A<VUB 


用 MATLAB 软件 求解 ,其 输 和 人 格式 如 了 下: 

, xX =quadprog(H,C,A,b); 

.xX = duadprog(H,C,A,b,Aedq,bedg): 

.x =aquadprog(H,C,A,b,Aedq,beq,VLB,VUB); 
.X=Hadprog{H,C,A,b, Aeq,bedg ,VLB,VUB,X0); 

. KX = duadprog(H,C,A,b, Aedq,beg ,VLB,VUB,X0 ,options); 
. [x,fval| = quadprog(t); 

. [x,fval,exitflag|] =gquadprogt):; 


oo v-] 人 上 0 hi 本 


. [x,fval,exitflag,output| =quadprog("). 


例 1 min Fx ,ry)} = -2x, 一 xs + x — Dx Xs + 2 
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第 6 章 ， 非 线性 规划 


% 十 % 安之 
a. | 一 此 | 十 了 YY 和 之 
XX 汪 眉 XY 守 阅 
写 戌 标准 形式 


了 了 


mx 二 [| 
| 2) < 
< 
编写 也 文件 Youhl .m 如 下 : 
H=[1 -1; -12|; 
c=[ -2;-6];A=[11; -12];b=|2;2|]; 


aeq =| | ;beg =|1 |]; 
VLB =1001:VUB =11].; 


.1 


[x,z| =quadprog(H,c,A,b,Aedg,begq,VLB,.VUB) 


运算 结果 为 : 
x = 
Deo6T 
1.3333 
2= -BB.2222 
6.3.2 非 线性 规划 的 解法 
非 线 性 规划 的 标准 型 为 : 
min F(X) 
A 
HeD : XY = Phew 
8.t， 本 (在 ) 硅 作 
feg (是 ) =0 
VLB 天 下 之 YUE 


其 中 鞋 为 n 维 变 元 向 量 ,G( 下 ) 与 Cegk) 均 为 非 线性 图 数组 成 的 陪 量 ,其 他 变量 的 罕 六 与 线性 
规划 、 二 次 规划 中 相同 . 用 MATLAB 求解 上 述 问 题 , 基 本 步骤 分 三 步 ， 
1. 首先 建立 MM 文件 fun.m 定 义 目 标 取 数 F(X): 
function f= funt XX): 
f=F(X).: 
2.， 基 约束 条 件 中 有 非 线 性 约束 :G(XF) 二 0 或 Ceg( 革 ) =0, 划 建立 MX 文件 nonlcon.m 守 义 
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6.3 用 MATIAB 人 惰 化 工具 箱 解 非 纹 性 规划 ES 


图 数 G{X) 与 Ceqt XY): 
function [G,Cegq| =nonlcont(X%) 
二 二 。。。 
CEs sw 

3. 建立 主 程序 , 非 线性 规划 求解 的 图 数 是 fmincon ,命令 的 基本 格式 如 下 : 

(1) x=fmincont fun ,XO0,A,b) 

(2) x = fmincon( fun ,XO,A,b,Aeg, beq) 

(3) x =fmincont( fun ,XO,A,b, Aeq,begq,VLB,VUB) 

(4) x = fmincon( fun',X0,A,b, Aed,begq,VLB,VUB, nonlcon ) 

(5} x = fmincon(' fun',XO,A,b, Aedq,beq,VLB,VUB, neonlcon ,options) 

(HY [x,Efval| = fmincon(.) 

(7) [x,fval,exittlag| = fmincont(.) 

(8) [x,.fval,exitflag,,output| = fmincont.) 

注意 : 

[1] fmincon 尔 数 提供 了 大 型 优化 算法 和 中 型 优化 算法 .默认 时 ,大 在 fun 函数 中 提供 了 
梯度 (options 参数 的 Gradobj 设置 为 on ) ,并 且 只 有 十 下 界 存 在 或 只 有 等 式 约束 ,fmin- 
con 一 数 将 选择 大 型 算法 . 当 既 有 等 式 约 束 又 有 梯度 约束 时 ,使 用 中 型 算法 ， 

[2] fmincon 函数 的 中 型 算法 使 用 的 是 序列 二 次 规划 法 -在 每 一 步 迭 代 中 求解 二 次 规划 于 
问题 ,并 用 BFGS 法 重新 拉 格 毅 日 起 轰 矩 阵 . 

[3] fmincon 函数 可 能 会 给 出 局 部 最 优 解 ,这 与 初 值 x0 的 选取 有 关 .请 参见 例 5. 

例 2 min f= 一 4 -2x, + + 

2x, + 3x, SO 
s, 1, E + x, 所 3 
x ,Xi 宇 0 
写成 标准 形式 : 
1 ， 


+ 上 和 
in 二 


?< 


.+. 
0 *, 
过 
<|。 
先 建 立 文件 fun3 .m: 
function f = funi(x); 
f= — x(t1) -2*x(t2) +(t1/A2) * X(t) 2 +t1/2)*x(2)°2 
再 建立 主 程序 ¥YouUh2 .m: 
又 日 -|[1;11; 
A=[23;14];b=16;5]: 


8S 
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“ 94 ， 溃 6 蔓 非 线 性 规划 


Aeq =| ] :beq =| |]; 
VLRB=[0:0|; VUB -=||]: 
[x,fvall =fmincon( Eun3 ,x0,A,b,AMAeq,beg, VLB ,VUB) 


运算 结果 为 : 


一 台 , 由 必 时 生 
例 3 min FCOEY =e" (dxi + 2 + 4x,x, +2%x, +1) 
| 十 Ya 二 时 
3.t，/ .号 十 党 | 党 一 克 | 一 计 安 电 
-x x, 一 | 人 友人 
和 扰 建 立 贡 文件 fund .m 定义 目标 隙 数 : 
function f =fund(x):; 
f =exp(x(l1}} w* {4d * xXx} 2 +2 ¥ Xt2) 2 +4 4 (1 ) * X(t2) +2 ww XA(2) 十; 
再 建立 于 文件 mycon .和 定 交 非 线 性 约束 : 
functicon [g,ceg| =mycont{x)} 
gq =T Xx(1) +x(2);1,.5 + XC1} * x(t2} -x(1) -x{t2); -x{l1) *x(2) -10|]， 
主 程序 Youh3 ,m 为 : 
x0 =[| -II 
| 3s 
meg Ll sl 
VLB =|[ |] ;VUB =||]; 
[x,fval] = fmincon( fun4 ,x0 ,A,b,AMAed,beg, VLB,VUB, mycon') 


运算 结果 为 : 
x = 
-1.2250 
1.2250 


tval Slosl 
例 4 min fAE) = -2x 一 和 
8 【下 ) =25 -xi -x 实习 
s.t, Jg, (RY)=7— x +x 人 0 
Oar E50er, E10 
先 建立 M 文件 fun .nm 全 义 目标 胃 数 : 
funet i ft eun( 
f= -2 *X(1) -x(2); 
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6.3 用 MATLAB 优化 工具 福 朋 非 同性 规划 " 393. 


表 建 立 M 交 件 mycon2 .mnm 定 义 非 线性 约束 ;: 
function [g,ceg| =mycaon2 (x) 
g =[xX(1)"2 +x(2})°2 25;x(1)"*2 -x(2})°2 -7|]; 
主 程序 fxx .多 为 : 
x0 =[3:2.51]; 
VLB=[0 01:VvUB=[5 101]; 
[x,fval,exitflag,output | = fmincon( fun ,x0,[ ,Lj,[|],[ |],vLB,VUB, 
‘mYycon2 ) 
运算 结果 为 : 
一 
4.0000 
3.0000 
fvyal = -11.0000 
exitftlag =1 
LEDPUL = 
iterAations:d 
funccCount:l’i 
Stepnslze:l 
lgorithm:[ixdd char | 
firstorderopt:| | 
cgqiterations:[ | 
例 5 殿 应 与 选 址 : 某 公司 有 6 个 建筑 工地 要 开工 ,每 个 工地 的 位 置 (用 平面 坐标 系 a,5 表 
示 ,距离 单位 :km ) 及 水 泥 昌 用 量 民间 位 :t) 由 表 6 -1 给 出 . 目前 有 两 个 临时 料 场 位 于 4(5,1)， 
8(2,7) ,日 储量 各 有 204 假设 从 料 场 到 工地 之 间 均 有 直线 道路 相连 . (1) 试 制定 每 天 的 供应 计 
划 , 即 从 4,8B 两 料 场 分 别 向 各 工地 运送 多 少 吨 水 泥 , 使 总 的 呈 千 米 数 最 小 . (2) 为 了 进一步 减少 
吨 千 米 数 ,打算 舍弃 这 两 个 临时 料 场 ,改建 两 个 新 的 ,皇储 量 各 为 20 1, 问 应 建 在 何 处 ,节省 的 吨 
于 米 数 为 密 大 ? 


表 和 -1 工地 位 置 {a, 六 ) 及 水 泥 日 用量 过 


(1) 建立 模型 

记 工 地 的 位 置 为 (9,,8,) ,水 泥 晶 用量 为 4,,i=1,…,6; 料 场 位 置 为 (%,,y;) ,日 情 量 为 ev = 
1,2; 有 从 料 场 了 向 工 地 的 运送 量 为 半 /， 

目标 函数 为 : 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


第 6 章 非 线性 规划 


， 玉石 - 
minf 二 二 2 Xs sf = GE 十 CY, 一 by 
PI 
约束 条 件 为 ; 


> Xe, j=1,2 
= 1 


当 用 临时 料 场 时 决策 变量 为 站 , 当 不 使 用 临时 料 场 时 决策 变量 为 ; ,zy 


《2) 使 用 旺 时 料 场 的 情形 
使 用 两 个 临时 料 场 4(5,1),8(2,7). 求 从 料 场 j 向 工地 i 的 运送 量 X,, 在 各 工地 用 量 必须 满 


足 和 各 料 场 运送 量 不 超过 日 鳍 量 的 条 件 下 ,使 总 的 吨 千 米 数 最 小 ,这 是 线性 规划 问题 ， 线性 规划 


模型 为 ; 
minf = > > aali))X, 


其 中 aa(ij) = Vs -a) +(y -Bb) i=1,2,…,6j=1,2. 设 
起 41 三 所 4 5 = 
至 


各 11 = 让 ， 天 2 二 起,， 真 ,| = 不 ,， 
居 22 二 全 是 3 二 丰 ,， 


Xl 二 点;， 
编写 程序 gyingl .m 如 下 : 
Clear 


a=[1.25 8.75 0.5 5.75 3 7.25 | | 
b =[1.25 0.75 4.75 5 6.5 7.751: 
=[3547611|]; 
x=[521]: 
y=-[17]; 
e=|[20 20|]; 
for 1=1 :6 
fa 9 SL 2 
aa(i,j) =sgrt((x(j) -ati)) 2 +(Y(j) -b(ti)) 2); 
= 
nd 
CC =[aa{:,1); aal:,2)|]: 
A=[i11i111i11i11000000 
000000111111|]; 
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6.3 用 MATLAB 优化 工具 箱 解 非 线性 规划 a 


B=|[20;20]; 

Aeq =[100000100000 
OLlO000010000 
001000001000 
000100000100 
O0010000010 
0000601000001 |]: 

beq =[a(1);G(2);9(3);9(4);d(5) :a(6)]; 

VLE=[000000000000|]:VUB=||:;: 

x0=[1230100191i101]; 

[x,fval] =1linprog(cCce,A,B,Aedq,beg, VLB, VUB, x0) 

计算 缚 漆 为 ; 

x=13.0000 5.0000 0.0000 7.0000 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000 

4.0000 0.0000 6.0000 0.0000 
fvyal =136.2275 
即 由 料 场 4 .8 向 6 个 工地 运 料 方案 为 : 


EL 
4%4 3 | 5 9 7 | 
nnn | "| 0 | + | ss 


攻 的 吨 壬 米 数 为 136. 227 5. 
(3) 改建 两 个 新 料 场 的 情形 
改建 两 个 新 料 场 ,要 同时 确定 料 场 的 位 置 (x,,y,) 和 运送 量 E ,在 同样 条 件 下 使 总 吨 千 米 数 
最 小 . 这 是 非 线性 规划 问题 . 非 线性 规划 模型 为 ， 
rmin 六 = > 2.X, (AY 一 4) + (vy, 一 b,) 


I=l +=1 


省 


人 Xs 所 可， j 


,1 


li 
[= 
bh 


于， 一 下 ， 前， 二 玉 ，，。 四 一 帮 ， 在 二 天 4， 第 1 三 下 是 6 = 上 6 
Ti Rs No ds ds Ays dua=Adns dm = 
x = 
先 编 写 世 文件 liacch. 了 定义 目标 吗 数 : 
function £ -= liaocht x) 
a=[1.25 8.75 0,5 5,75 3 7.25]; 
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b=[1.25 0.75 4.75 5 6.5 7.75]; 
d=[3547611|]; 


e=|20 20 |]; 
£1 =D,， 
for 1i=1:6 


Ss(i)=sqrt((x(13) -a(ti}) 2 +(x(14) -b(i)) "2); 
f1 =sti)*x(i) +f1: 
司 作 习 
ED 0 
for 1=7:12 
s(i) =saqrt{((x(15) -a(i -6))°°2 +{x{16) -pbp{(i-6})°"2): 
f2=s(i)*x{i)} +f2; 
nd 


i =i +t2,; 


取 初 值 为 线性 规划 的 计算 结果 上 及 临时 料 场 的 坐标 ; 
x0=[35070100406105127]; 
编写 主 程序 gying2 .m 如 下 : 
Cleaar 
x0 =[35070100406105127]; 
A=[l1111110000000000 
000001111110000]; 
B=[20;20]; 
Red=[1000001000000000 
0100000100000000 
0010000010000000 
0001000001000000 
0000100000100000 
0000010000010000]， 
beq=[3547611],，; 
VLB =[zeros(12,1); -inf; - inf; - inf; ~- inf|; 
VUB = [| 
[x,fval ,exitflag] = fmincon( 1iacch ,x0 ,A,B,AEQI, bed, VLB, VUB) 
计算 结果 为 : | 
x=[3.0000 5.0000 0.0707 7.0000 0 09293 0 0 3.9293 0 6.0000 
10.0707 6,3875 4.3943 5.7511 7.18671 
fval =105.4628 
exitflag=1 
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6.4 建 模 案 例 : 钢 管 订购 和 运输 优化 模型 ‘09. 


即 两 个 新 料 场 的 坐标 分 别 为 (6.387 5 ,4.394 3),(5.751 1, 7.186 7) ,由 料 场 4.8 和 问 6 个 工地 
运 料 方案 为 : 


总 的 吨 千 米 数 为 105.462 6. 比 用 临时 料 声 节 知 约 31 吨 千 米 . 
若 修 改 主 程序 gying2 .mm,， 取 初 值 为 上 面 的 计算 结果 : 
x0 =|3.0000 SO000 0.03707 T0000 0 0.9293 0 0 3.9293 0 


6.0000 10.0707 6.3875 4.3943 5.7511 7.18671] 
得 结果 为 : 
x =[3.0000 5.0000 0.3094 7.0000 QO.0108 0.6798 0 0 3.6906 0 
S.9892 10.3202 5.5369 4.9194 5.8291 7.28521 
fval -103.4760 
exitfliag =1 
总 的 吨 千 洲 数 比 土 面 结 果 略 优 . 
厦 再 取 刚 得 出 的 结果 为 初 值 , 却 计 等 不 出 最 优 解 . 
若 取 初 值 为 :xz0 =[1354371000005115.6348 4.8687 7.2479 7.7499], 出 计算 结 
果 为 : 
x=[3.0000 5.0000 4.0000 7.0000 1.0000 0 0 0 0 0 5.0000 
11.0000 5.6959 4.9285 7.2500 7.7500] 
fval =89.8835 
exitflag = 1 
总 的 吨 千 米 数 89.883 5 比 土 面 结果 更 好 . 
通过 此 便 可 看 出 fmincon 函数 在 选取 初 值 土 的 重要 性 . 


6.4 建 模 案例 :钢管 订购 和 运输 优化 模型 


6.4.1 问题 的 提出 


etapa 如 图 6 -1 所 示 , 经 馆 选 后 可 以 生产 
这 种 主管 道 钢管 的 钢 厂 有 8 ,s. ,… ,3 ， 图 中 粗 线 表示 铁路 , 单 细 线 表示 公路, 双 细 线 表示 要 铺 
re 各 Www 
和 管道 旁 的 防 拉 伯 数 字 表 示 里 程 { 单 位 :km)， 

为 方便 计 ,1 km 主管 道 钢管 称 为 1 单位 钢管 . 

一 个 钢 厂 如 果 承 担 制造 这 种 钢管 ,至 少 需要 生产 500 个 单位 . 钢 厂 $, 在 指定 期 限 内 能 生产 
该 钢管 的 最 太 数 量 为 * 个 单位 ,钢管 出 三 销 价 1 单位 钢管 为 p, 万 元 ,如 下 表 
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1 单位 钢管 的 铁路 运 价 如 下 表 ， 


里 程 (km) 301 ~ 350 351 ~ 400 401 ~ 450 451 ~ 500 


SOL ~ 00 e001 ~700 T7011 ~ HOO 


1 000 km 以 上 每 增加 1 至 100 km 和 送 价 增 加 5 万 元 ， 
公路 运输 费用 为 1 单位 钢管 0. 1 万 元 每 千 米 !{ 不足 整 千 米 部 分 按 整 千 米 计算 )， 


图 6-1 
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6.4 娃 模 去 例 : 钢 篇 订购 和 和 运 蜀 忧 化 模型 .101 。 


钢管 可 由 铁路 .公路 运往 铺设 地 点 (不 只 是 运 到 点 4 ,4,,… ,hi; ,而 是 管道 全 线 ). 

(1) 请 制定 一 个 主管 这 钢管 的 订购 和 运输 计划 ,使 总 费用 最 小 (给 出 总 费用 ). 

(2) 请 就 (1}) 的 模型 分 析 ;哪个 钢 厂 钢管 销 价 的 变化 对 购 运 计划 和 上 总 寓 用 影响 最 大 , 骂 个 钢 
三 钢管 产量 的 上 限 变 化 对 购 运 计划 和 总 费用 的 影 啊 最 大 ,并 给 出 相应 的 数字 第 果 . 

(3) 如 果 要 铺设 的 管道 不 是 一 条 线 ,而 是 一 个 树 形 图 ,铁路 、 公 路 和 管道 构成 网 络 , 请 就 这 种 
更 一 般 的 情形 给 出 一 种 解决 办 法 ,并 对 图 6 -2 按 (1) 的 要 求 给 出 模型 和 结果 . 


6.4.2 基本 假设 


1. 沿 铺 设 的 主管 道 已 经 有 公路 或 者 有 施工 公路 . 

2. 1 km 主管 道 钢管 称 为 1 单位 钢管 ,在 主管 道上 ,每 千 米 印 1 单位 的 钢管 . 

3， 公 路 运输 费用 为 1 单位 钢管 0. 1 万 元 每 干 米 {不 足 整 干 洲 部 分 按 整 干 米 计算 ) 
4. 在 计算 总 费用 时 ,只 考虑 运输 费 和 购买 钢管 的 费用 ,而 不 考点 其 他 费用 . 
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5, 假设 钢管 在 铁路 运输 路 程 超过 1 000 km 时 ,铁路 每 增加 1 至 100 km,l 单位 钢管 的 运 价 
增加 5 万 元 . 


6.4.3 符号 说 明 

Si :第 1 个 鲍 厂 ， i=1,2,.…,7. 
s, :第 i 个 钢 厂 的 晤 大 产量 ， Sd 
4 :输送 天 然 气 的 主管 道上 的 第 j 个 点， 7 =1,2,…,15， 
pj: 第 i 个 岗 广 1 单位 钢管 的 销售 价格 ， eh 


x,: 锅 厂 $; 向 第 jy 个 点 #4 运输 的 钢管 数量 {单位} ,i=1,2,… ,7;j=1,2,.… ,15， 

网 :在 点 4 与 感 志 ,| 之 间 的 公路 上 ,运输 点 起 同 扣 用， 方向 铺设 的 钢管 量 ,j =1， 2,3,… ,14 
;1 单位 钢管 从 锅 厂 5, 到 点 4 的 最 少 总 费用 , 即 公 路 运费 铁路 运费 和 钢管 销售 价格 之 和 ， 
i=1,2,. ,T=1,2,..,15. 

gg j=2,3,.…,15. 

:与 第 了 个 点 4 相连 的 第 严 条 会 路 和 铁路 的 相交 点 ， 7 =2,3,…,15;mm 宕 2， 

d : 相 邻 结扎 起 与 起, 之 辣 的 只 离 ， j=1,2,.…,14. 


6.4.4 模型 的 建立 与 求解 


问题 一 :讨论 如 和 何 调整 主管 道 钢 管 的 订购 和 运输 方案 使 总 费用 最 小 ， 

由 题 意 可 知 ,将 钢管 从 钢 厂 5, 运输 到 第 / 个 点 4 的 费用 4, 包括 钢管 的 销售 价格 .钢管 的 铁 
路 运输 费用 和 钢管 的 公路 运输 费用 . 在 费用 4 最 小 时 ,对 钢管 的 订购 和 运 答 进行 分 配 ,可 得 出 本 
问题 的 最 侍 方 案 . 

1， 求 钢管 从 钢 厂 5, 运 到 运输 点 4 的 最 小 费用 

1) 将 图 6 -1 转换 为 一 系列 以 单位 钢管 的 运输 费用 为 权 的 赋 权 图 . 

由 于 钢管 从 钢 厂 $ 运 到 运输 点 刀 要 通过 铁路 和 公路 运输 ,而 铁路 运 加 费 用 是 分 段 明 数 ,与 
全 程 运 输 总 距离 有 关 ， 又 由 于 钢 厂 $, 直接 与 铁路 相连 ,所 以 可 利用 图 6 -3 给 出 的 铁路 网 络 图 ， 
利用 图 论 软 忻 包 先 求 出 钢 广 $, 到 铁路 与 公路 相交 点 立 的 最 短路 径 . : 

依据 钢管 的 铁路 运 价 表 , 算 出 岗 厂 S$, 到 铁路 与 公路 相交 后 的 最 小 铁路 运输 费用 ,并 把 费 
用 作为 边 权 赋 给 从 钢 厂 $ 到 5 的 边 ， 再 将 与 相连 的 公路 .运输 掺 4, 及 其 与 之 相连 的 要 铺设 管 
道 的 线路 (也 是 公路 ) 湛 加 到 图 上 ,根据 单位 钢管 在 公路 上 的 运 价 规 定 , 得 出 每 一 段 公 路 的 运费 ， 
并 把 此 费用 作为 边 权 赋 给 相应 的 边 ， 世 5S, 为 例 得 图 6 -4. 

青 用 图 论 软 件 包 求 出 锅 厂 5, 到 各 运输 点 407=12 :15) 的 最 短路 ,从 而 得 出 将 单位 钢管 
从 5, 运输 到 各 运输 点 4 的 最 小 费用 ， 

运费 依次 为 :170.7,160. 3,140. 2,98.5,38,20.5,3.1,21.2,64.2,92,96,106,121. 2,128 ， 
142( 单位 ;万 元 ). 加 上 单位 钢管 的 销售 价格 p, = 160 ,得 出 从 钢 厂 S$, 购买 单位 钢管 并 运 薪 到 品 
4 ,的 最 小 费用 4, 恢 次 为 :330. 7 ,320. 3,300. 2,258. 6 ,198 ,180. 5 ,163, 1 ,181. 2 ,224.2,252 ,256 ， 
266 ,281, 2 ,288 ,302( 单 位 :万 元 ). 

同 理 , 可 求 出 钢 厂 5,、5;、5,.$; .3 .3; 到 点 4, 的 最 小 费用 ,从 而 得 出 各 钢 厂 $, 到 各 运输 结 点 
4 的 最 小 总 费用 (单位 :万 元 ) 见 表 后 -2. 
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6.4 建 模 案例 : 钢 宵 订购 和 运输 优化 烧 型 
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图 6-3 铁路 网 络 图 
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2. 建立 模型 
1) 日 标 区 数 
运输 总 费用 可 分 为 两 部 分 : 
运输 总 费用 = 钢 厂 到 各 结 点 的 运输 费用 + 主管 道 的 运输 费用 
苦 运 输 结 点 4 向 钢 厂 3. 订购 x, 单 位 钢管 , 则 钢管 愉 锅 厂 5, 运 到 运输 点 4, 所 需 的 费用 为 
4 ,x 由 于 钢管 运 到 4, 必 须 经 过 4,, 所 以 可 不 考虑 4, ,那么 所 有 钢管 从 各 钢 广 运 和 到 各 运输 后 上 的 


总 间 用 为 : 3 村 XA 
当 钢 管 从 钢 厂 5, 运 到 点 4 后 ,钢管 就 要 向 运输 点 省 的 左右 两 边 4,4),, 段 和 4,.,4, 段 运输 ( 铺 
设 ) 管 道 , 设 4 向 4,4,,, 段 铺设 的 管道 长 度 为 7 ,根据 假设 2, 则 4 向 44,,, 段 的 运输 费用 为 0.1 x 


请 t+] 


| 
(1 +2+- +y) (万 元 ); 由 于 相 邻 运输 点 4 与 4,,, 之 间 的 距离 为 ,那么 4,,1 辐 


a a 
44 ,1 段 铺设 的 管道 长 为 忆 -y, 同 理 可 求 其 对 应 的 铺设 费用 为 ;2 共和 和 (万 元 ) 从 


而 ,总 的 铺设 费用 为 : 


yrl) Ca -yy +l)(a—Y) 
| 20 20 ) 


表示 钙 太 4 杜 4 ,之 加 的 平衡 点 (7 =0 ,Ys =0) ,铺设 方法 如 图 避 -3: 


4 -1 一 一 改 J -4 


图 6-5 
及 而 得 出 总 费用 为 : 
os rt) t+) 


2) 约束 条 件 

因为 一 个 锦 厂 如 果 承 担 制 造 钢管 任务 ,至 少 需 要 生产 500 个 单位 , 钢 厂 3 在 指定 期 限 内 最 
大 后 产量 为 ， 个 单位 , 故 500< 了 xg<s 或 x=0 (i=1,2,…,7) 

国 为 运 到 及 点 4 的 钢管 只 提供 4 14, 和 有 A444,, 段 的 铺设 ,是 钢 管 运 到 4 必须 经 过 4 ,所 以 
7 =0. 41; 是 终点 ,Fb ys D0. 


， 
故 有 : >》 xy = -pt 二 =2.3，…,15)， 
= 


因此 本 疝 题 可 建立 如 下 的 非 线性 规划 模型 
7 65 14 | 


i eT 20 


i=1| ,= 
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6.4 建 模 案 网 : 钢 雹 订购 和 运 藉 饶 化 模型 ”105 ， 


1 
500 到 2, 所 5 或 》*， =0 ?=1,.2,..…,7 
f= 


Fn 
Ss x 00 和 RY (EE= 1 ,T= 2 ,15) 
7 
d,_ ™ a 2 了 ee A 
rf 三 1 
3， 模 型 求解 


非 线性 规划 模型 可 用 MATLAB 软件 包 或 LINGO 软件 包 来 求解 ,但 这 些 软件 包 都 不 能 直接 处 理 


约束 条 件 :500< > <si 或 》 x, =0, 我 们 可 先 应 用 分 支 定 界 法 将 此 条 件 改 为 > xu ss ,得 到 
如 下 模型 : 


? 15 14 


YF +l) td-yi(ld+l—-y) 
min 六 = 3 > Xd 十 (全 + | 


该 模型 我 们 用 LINGO 软件 包 来 求解 ,分 析 计 算 结果 后 发 现 购 返 方案 中 钢 厂 5; 的 生产 量 大 
于 零 但 不 足 500 单位 ,而 其 余 钢 三 的 生产 量 都 满足 要 求 , 下 面 我 们 采用 不 让 钢 广 5; 生产 和 要 求 
钢 厂 5, 的 产量 不 小 于 500 个 单位 两 种 方法 计算 

1) 不 让 钢 厂 9 生产 ,模型 变 为 : 


站 上 1 
| Yly,+1) | 
min f, = 2 > 区 1 各 十 旨 人 
1 
XY i = 1] ,2 折 
1 = 二 
st Xi 0EY, Ed (i 三 ] ,看 ;了 一 人 15) 


外 LINGO 软件 包 求 解 , 其 计算 结果 ; f=1 278 632( 万 元 ) {此 时 每 个 钢 厂 的 产量 都 满足 约束 
条 件 )， 


2) 要 求 钢 3 的 产量 不 小 于 500 个 单位 ,模型 变 为 : 
-， 尽 PPT) dp) +1 =») 
min f, = Xd, + 要 人 十 5 】 
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15 
> 2 1 Er 1 > 白 
」= 汪 
ty 和 Rd (tr = ] Nr 15) 
s.1 


300 到 pe 所 了 


用 LINCO 软件 包 求 解 ,其 计算 第 果 : 记 =1 27?9 664( 万 区 7( 此 时 每 个 钢 三 的 产量 帮 满 足 约束 
条 性 )， 
比较 这 两 种 情 次 ,得 最 优 解 为 不 让 钢 | 3 生产 : 
min f= min(f ,fh) =f =1 278 632( 万 元 ) 
具体 的 购 运 计划 如 表 6 -3: 


天 和 -3 问题 一 的 订购 和 调运 方案 


问题 二 :针对 问题 一 的 求解 模型 ,讨论 钢 厂 钢管 的 销售 价格 变化 对 购 运 计划 和 总 费用 影响 ， 
及 钢 厂 钢管 产量 的 上 限 变化 对 购 运 计划 和 总 费用 的 影响 - 

由 于 钢 厂 钢管 的 销售 价格 变化 和 钢 厂 钢管 产量 的 上 限 变 化 对 购 运 计划 和 总 费用 造成 影响 ， 
为 了 更 好 则 考 儿 影响 ,下 面 分 曾 和 进行 讨论 . 

定 忱 ”方案 中 运往 各 战 4, 的 运输 量 的 七 化 量 的 绝对 慎之 和 称 为 运输 方案 变化 量 . 

1. 讨论 钢 厂 钢管 的 销售 价格 变化 对 购 运 计划 和 总 费用 的 影响 

当 钢 厂 钢 管 销售 价格 变化 时 ,会 对 购 运 计划 和 和 总 费用 道成 有 影响， 为 了 和 揭 好 地 观察 每 一 个 钢 
厂 铀 管 销 售 价 格 时 所 造成 的 影响 ,本 问题 采用 比较 法 即 : 每 次 只 让 一 个 铀 三 铀 管 的 销售 价格 发 
生 相 同 的 变化 ,其余 钢 厂 钢管 的 销售 价格 不 发 生变 化 ; 当 每 个 钢 厂 钢管 的 销售 价格 发 生 癌 样 的 变 
化 CC 时 ,借助 LINGO 软件 包 得 出 相应 的 总 费用 ,然后 进行 比较 ， 

分 别 取 = +5 及 C= 土 1 ,利用 问题 一 中 的 模型 ,借助 LINGO 软件 包 得 册 结 果 如 下 {4 结 科 与 
原 方案 相同 的 不 列 人 表 6-4~ 表 6-7): 
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6.4 建 标 案 性 铅 管 订 网 利 运 竹 优 化 祝 型 


表 丰 -4 = 一 5 


- 107 . 


钢 厂 总 费用 运输 方案 变化 量 订购 方案 变化 量 
3| 1 274 32 t6 
9, 1 271 739 2 752 
表 和 -和 C=5 
亲家 
号 | 1 282 O42 4000 4000 16 
S， 1 283 632 5 000 262 
与 5 ] 283 de 2 433 920 
表 6-6 C=1 
Ee 六 
3 EC | L 
8 ] 279 432 0 
S$, 0 
5 | 
表 ## -7 C=-1 
ET ET 
3, 1 277 634 10 


从 四 个 表格 中 ,很 容易 观察 出 价格 变化 ,Se 对 总 费用 的 影响 最 大 ,5; 对 购 运 计划 影响 最 大 . 
经 过 以 上 讨论 ,得 出 以 下 结论 : 钢 厂 钢管 销售 价格 变化 时 ,56 对 总 费用 的 影响 最 大 ,5; 对 购 


运 计划 影响 最 大 . 


2. 讨论 钢 厂 钢管 产量 的 上 限 变 化 对 粕 运 计划 和 总 费用 的 影 喝 
本 问题 同样 采用 比较 法 ， 即 :每 次 只 改变 一 个 钢 厂 钢管 产量 的 上 限 ,其余 钢 厂 的 钢管 产量 上 
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一 


限 不 发 生变 化 的 情况 ,利用 问题 一 中 的 模型 进行 讨论 : 
1) 对 产量 不 受 限 制 的 情况 计算 得 到 下 表 : 
表 06-8 产量 不 受 限 制 的 情况 


2) 对 产量 下 降 100 的 情况 计算 得 到 下 表 : 
表 6-9 产量 下 降 100 的 情况 


铜 厂 总 费用 运输 方案 变化 明 订购 方案 变 北 重 
5 1 288 932 Ei 
$, | 1 282 132 1 416 112 
5 i 1 281 132 1 393 214 


3) 对 产量 升 高 100 的 情况 计算 得 到 下 表 : 
表 6-10 产量 升 离 100 的 情况 


记 总 室 运输 方案 变化 量 汀 购 方 案 变 化 重 


mr 一 


,| 1275 132 1 66! 180 

s, 2 500 0 192 

从 上 述 表 格 中 ,很 容易 观察 出 钢 厂 钢管 产量 的 上 限 变 人 兹 时 ,$, 对 总 费用 和 购 运 计划 影响 都 
役 大 . 


问题 三 :讨论 铁路 .公路 构成 网 络 的 情形 ， 

本 题 昆 讨论 铺 没 的 管道 是 树 形 图 ,铁路 .公路 构成 网 络 的 情形 .对 于 这 种 情形 的 问题 求解 过 
程 , 以 图 6-2 为 例 进 行 说 明 . 

1. 铺设 管道 是 树 形 图 时 ,基本 解法 原理 

为 了 便于 讨论 运输 路 线 , 先 对 图 6 -2 中 的 站 点 . 结 点 给 出 统一 的 标号 , 见 图 6 -6{( 标 导 ). 
为 或 出 一 般 由 铁路 .公路 .管道 构成 网 络 情况 下 的 最 优 购 运 和 最 小 总 费用 方案 ,次 先 必 须 求 出 各 
钢 厂 到 各 管道 结 点 的 最 短 费 用 路 径 . 由 于 在 途中 可 能 发 生 汽 车 一 火车 一 汽车 的 转运 方案 ,而 这 
种 情况 发 生 的 前 提 条 件 昨 公路 (或 管道 ) 的 两 端 必须 都 是 火车 站 点 . 由 于 铁路 运输 的 费用 是 分 段 
联 数 , 故 求 冲 锦 三 到 各 管道 结 点 的 最 小 费用 的 自体 步骤 如 下 : 

1) 首先 找 出 公路 的 两 个 端点 都 是 火车 站 扣 的 结 点 ,WV; 

2) 把 会 路 网 和 铁路 网 分 开 ,分 别 组 成 网 络 ; 

3) 在 铁路 网 中 求 出 种 钢 厂 8 及 各 点 下 到 各 火车 站 点 的 最 短路 ,并 把 它 转 化 为 最 小 费用 路 ; 

4) 在 公路 网 中 求 出 各 管道 结 点 到 各 火车 站 点 的 最 短路 ,并 把 它 转化 为 最 小 费用 路 ; 

5) 把 前 面 的 结 点 合并 成 一 个 网 络 ,分 别 求 出 各 钢 厂 $ 到 各 管道 结 点 4 的 最 小 运输 费用 路 ， 
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6.4 建 模 案 岗 ; 钢 虑 订购 和 运输 优化 模型 “109 


210 
Al2.{36) 


图 6 -6 


” 并 求 出 各 钢 厂 $, 到 各 管道 结 点 4 的 最 小 费用 4,， 由 此 可 得 到 最 小 费用 为 : 
表 6-1L 8S, 到 点 4 的 最 小 费用 
6 


ba 


1 


hh 


300. 2 345. 2 385. 2 405. 
163. 1 251 276 278. 1 301 
1 


mh = Le 


ha 


闸 


1 
181. 2 226.2 266. 2 291. 


志 


| 
品 | 


232 
3 入 


mm 
i 
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:110 ， 第 6 章 ， 非 线性 规划 

纺 表 
4 2€6 311 251 221 187 216 
A 281.2 266. 2 236. 2 198. 2 
i 302 347 287 257 242 178 162 
ais 220 265 199 240 | 230 230 255 
4 265 310 250 220 205 86 215 
Rs 275 320 260 230 220 160 192 
A 285 330 270 240 | 230 150 186 
2, 一 般 模 型 


设 有 严 个 钢 厂 3 SS 以 分 别 表示 钢 厂 5, 的 生产 数量 和 销售 价格 . n 个 管道 结 
瓜分 别 是 4 ,4,,… ,4,, 若 4. 与 4 关联 (不 妨 设 i< 站 ,设置 变量 0<<y, 专 d,, 其 中 dd 表示 结 点 4, 与 
4 的 距离 ,yj 表示 结 点 4: 与 4, 的 管道 铺设 过 程 中 ,由 4, 向 4 方向 应 铺设 的 距离 . 车 4 与 4 不 关联 ， 
则 令 yy =0,d; =0， 于 是 运往 结 点 4, 处 的 钢管 数量 N 为 ; 


> 7=|] 


和 二 DD, 【2 一) + Yi 2 去 J 去 -1 
=1 =i+1 


Dd ~ 7), j= 
故 有 
De (j=1,2,.",n) 
钢管 总 的 铺设 费用 为 : 
PS = > 3 {C1 +24+0 +7) + (+2 + + Cd, 7))} x0.1 
- : : | 
成 本 及 运输 费用 为 ; 


:=| =|1 


于 是 得 到 问题 三 的 一 般 非 线性 规划 模型 为 : 


人 es 1) + (d,- d +l-y, 
min f= 3 Vy A, :x,+ [9 
=|1 


[= 1=1| 鼎 二 上 } 
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6.4 建 模 采 峰 : 钢 管 iJ 网 和 运 箔 亿 化 模型 "111- 


500 < > x 三 5 或 > x =0 i = 1,2,.,.m 
r=1 
s. .4T DD yd (EE = 1 让 
N = yx ol 
2 


3， 问题 三 的 求解 
上 述 模 型 中 , 按 图 5 -2 取 钢 厂 数 m=7? ,管线 结 点 数 #=21 ,根据 相应 的 关联 各 蚜 离 ,就 可 以 
对 图 6 -2 所 对 应 的 问题 ,建立 如 下 的 非 线 性 规划 模型 : 


21 


7 3 
yotyy +1) +d — Yu) tdet+l— yo) 
ninf= 7 5h mt DD 
t= 上 亚 荆 1 


sd 


立 1 之 


sx 00 ay, ed, ee 
> j= 1,2,3,.,21 
4. 模型 求解 
由 于 LINGO 软件 包 不 能 直接 处 理 约 东 条 件 :500< 5 x* <si 或 有 x, =0, 同 问题 一 中 解 非 


线性 规划 的 方法 一 样 ,我 们 可 先 将 此 条 件 改 为 > *, 拟 s,, 用 LINGO 软件 包 求解 后 ,经 分 析 , 发 现 


购 运 方案 中 钢 厂 $; 的 生产 量 不 足 500 单位 ,下 面 我 们 采用 不 让 铀 厂 9 生产 和 和 要 求 钢 三 9 的 产 
量 椒 小 于 500 个 单位 两 种 方法 分 别 用 LINGO 软件 包 求 解 ,得 到 

1) 不 让 锦 厂 3 生产 时 ,计算 结果 :上 =1405 611 《此 时 每 个 锅 厂 的 产量 都 满足 条 件 ); 

2) 要 求 钢 厂 3 的 产量 不 小 于 500 个 单位 时 , 疡 =1 405 197( 此 时 每 个 锅 厂 的 产量 都 满足 条 件 ). 
比较 这 丙种 情况 的 最 优 解 

min 三 = mint 户 , 访 ) =£=1 405 197( 有 Td) 
人 6 -12 和 和 表 #6 -13. 
表 1- 纪 问题 三 的 调运 方案 


本 5, 
4 | 0 6 0 | °° | ? 
4 | 27 二 二 二 生生 0 
A 这 和 0 | | 
A 265 0 -一 一 09 | °° | oa 
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" 112. 第 6 章 ” 非 上 线性 规划 

续 表 

S, 5 

0 | 0 
4 370 

4 0 |/ 

9 | Di 

ET 5 

AA， 100 0 

A,, 260 0 

ET 100 0 


条 站 -13 问题 三 的 证 购 方 案 


0.3 寺 题 


1. 一 电路 由 三 个 电阻 总 、R,、R, 并 联 , 青 与 电阻 R, 串联 而 成 , 记 只 上 电流 为 把 :, 电 压 为 太 ， 
在 下 列 情况 下 确定 RR, 使 电路 总 功率 最 小 {k=1,2,3,4): 

(1 =4,1=6,1,=8,2<V <10; 

{27 FV =4, F, = 日 ,YY =8,2t&1&6. 

2. 炼油 三 将 4.8.5 三 种 汽油 ,一 桶 原油 加 工 成 一 桶 汽油 的 费用 为 4 元 ,每 天 至 多 能 加 工 汽 
油 14 000 桶 . 原油 欧 买 人 价 , 买 入 量 . 辛 烷 值 . 硫 售 量 ,及 汽油 的 卖 出 价 .需求 量 . 辛 烷 值 . 硫 含 晤 
由 表 6 -14 给 出 . 如 何 安排 生产 计划 ,使 利润 最 大 ? 

一 般 来 说 ,做 广告 可 以 增加 销售 ,估计 一 天 向 一 种 汽油 投入 一 元 广告 费 ,可 使 该 汽油 日 销量 
增加 10 桶 , 且 每 天 最 多 投 和 人 广告 费 800 元 . 问 : 如 何 安排 生产 和 广告 计划 使 利润 最 大 ? 

条 看 一 14 
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6.5 习 踢 ,113 。 


qq 


总 下 
汽油 类 划 卖 出 价 (元 / 桶 ) 需求 量 ( 桶 /天 ) 破 含 基 (% ) 
是 70 3 000 >10 <1.0 
Eh 1 O00 二 2,D 
丙 50 1 000 <1.0 


3. 要 设计 和 发 射 一 个 带 有 射线 望远镜 和 其 他 科学 仪器 的 气球 . 对 于 性 能 的 粗 烟 的 度量 
方法 是 以 气球 所 能 到 达 的 高 度 和 所 携 仪 器 的 重量 来 表达 ,很 清楚 ,高 度 本 身 是 气球 性 积 的 一 个 函 
数 . 根据 过 去 的 经 验 作出 的 结论 ,是 求 极 大 满意 性 能 函数 P=AV,W) = 100F -0.3F +80 丈 - 
0.2 于 ,此 处 了 是 体积 ,多 是 仪器 重量 . 承包 项 目的 预算 限额 为 1 040 美元 ,与 体积 下 有 关 的 费用 
是 27, 和 设备 有 关 的 费用 是 4 风 , 为 了 保证 在 高 度 方 面 的 性 能 与 科学 设备 方面 的 性 能 之 间 合 理 平 
衡 ,设计 者 要 满足 约束 条 件 80 风 兰 1007， 找 出 由 体积 和 设备 重量 来 表达 的 最 优 设计 ,并 用 线性 化 
方法 求解 . 

4. 某 厂 向 用 户 提 供 发 动机 ,合同 规定 ,第 一 .二 .三 季度 末 分 别 交 货 40 台 .60 台 .80 台 .， 每 季 
度 的 生产 费用 为 f(x) =ar+axe (元 ), 其 中 * 是 该 季 生 产 的 发 动机 台数 ， 若 交 任 后 有 剩余 ,可 用 
于 下 季度 交 货 ,但 需 支 体 存 储 费 ,每 台 每 季 庆 元 . 已 知 工 三 每 季度 最 大 生产 能 力 为 100 台 ,第 
一 季度 开始 时 无 存货 , 设 2=50,8 =0.2,c=4, 问 工厂 应 如 何 安 排 生 产 计 划 , 才 能 既 满 足 合 同 又 
使 总 费用 最 低 ? 讨论 esc 变化 对 计划 的 影响 ,并 和 作出 合理 的 解释 . 

5， 钢 管 下 料 问 题 某 钢 管 零售 商 从 钢管 厂 进 货 ,将 钢管 按照 顾客 的 要 求 切 制 出 管 ， 从 钢管 
厂 进 货 得 到 的 原材料 钢管 的 长 度 都 是 1 850 mm ,现在 一 咎 客 需要 15 根 290 mm .28 根 315 mm、 
21 根 350 mm 和 30 根 455 mm 的 钢管 . 为 了 简化 生产 过 程 ,规定 所 使 用 的 切割 模式 的 种 类 不 能 


超过 4 种 ,使 用 频率 最 高 的 一 种 切 制 模式 按照 一 根 钢管 价值 -增加 费用 ,使 用 频率 次 之 的 切割 模 


式 按照 一 根 原料 钢管 价 伪 的 二 增加 费用 ,以 此 类 维 , 且 每 种 切 塞 模式 下 的 切割 次 数 不 能 太 多 ( 一 


根 原 钢管 最 多 生产 5 根 产 品 } ,此 外 ,为 了 减少 余 料 浪费 ,每 种 切割 模式 下 的 余 料 浪费 不 能 超过 
100 mm ,为 了 使 总 费用 最 小 ,应 该 如 何 下 料 ? 
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第 7 章 动态 规划 


动态 规划 是 解决 多 阶段 决策 过 程 最 优化 问题 的 一 种 数学 方法 . 动态 规划 在 工程 技术 .管理 、 
经 济 . 王 业 生 产 、. 盏 事 及 现代 控制 工程 等 方面 都 有 上 泛 的 应 用 , 面 且 由 于 动态 规划 方法 有 其 独特 
之 处 , 伍 解 雇 某 些 实际 问题 时 ,显得 更 加 廊 便 有 效 . 

由 于 次 病 过 程 的 时 间 参 数 有 离散 的 和 连续 的 情况 , 故 决 策 过 程 分 为 离散 决策 过 程 和 连续 决 
策 这 程 . 本 部 分 内 容 主 要 介绍 离散 决策 过 程 ,通过 儿 个 类 型 的 疝 题 来 说 明 用 动态 规划 处 理 问题 的 
方法 ,但 所 建立 的 概念 ,理论 和 方法 ,具有 相当 的 重要 性 ， 


7. 动态 规划 的 基本 方法 


7.1.1 多 阶段 决策 过 程 及 实例 


在 生产 和 科学 实验 中 一 类 活动 的 过 程 , 由 于 它 的 特殊 性 ,可 将 其 分 为 在 干 个 互相 联系 的 阶 
颇 . 在 它 的 每 一 个 阶段 部 需要 作出 雇 蓉 ,从 而 使 整个 过 程 达 到 最 好 的 活动 效果 .因此 ,各 个 阶段 类 
绩 的 选取 不 是 任意 确定 的 , 它 依赖 于 当前 面临 的 状态 ,又 给 以 后 的 发 展 施 以 影响 . 当 各 个 阶段 决 
荣 确 定 后 ,就 组 成 了 一 个 决策 序列 ,因而 也 就 决定 了 整个 过 程 的 一 条 活动 上 路线, 这样 一 个 前 后 关 
联 县 有 和 链 状 结构 的 多 阶段 过 程 台 称 为 多 阶段 决策 过 程 , 也 称 序 贯 央 策 过程. 

在 多 阶段 决策 问题 中 ,各 个 阶段 采取 的 决策 一 般 来 说 基 与 时 间 有 关 的 ,决策 依赖 于 当前 的 状 
念 , 而 又 随即 引起 状态 的 转移 ,一 个 决 辣 上 厅 列 束 是 在 状态 的 运动 变化 中 产生 的 , 放 有 “动态 "的 食 
闵 . 因此 ,把 处 理 它 的 方法 称 为 动态 规划 方法 .但 有 一 些 与 时 间 没 有 关系 的 静态 珊 划 问题 ,只 要 人 
为 地 引进 时间" 因素 ,也 可 把 它 视 为 多 阶段 决策 问题 ,从 而 用 动态 规划 方法 去 处 理 . 

例 1( 最 短路 线 问题 ) 如 图 7 了 -1 所 示 , 缩 出 一 个 线路 网 络 ,#4 为 如 点 ,6 为 终点 , 册 操 之 加 
的 连 线 可 以 表示 志 路 .管道 等 , 连 线 上 的 数学 表示 两 点 问 的 时 离 ( 或 帆 用 ), 试 选择 一 条 由 4 到 忆 
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7.1 动态 规划 的 基本 万 法 ,115- 


的 线路 ,使 总 距离 (或 费用 ) 为 最 小 
例 2( 生产 - 存 贮 问题 ) ” 某 工厂 根据 市 场 调研 情况 , 需 制 定 今后 四 个 月 的 生产 计划 , 据 估 
计 , 在 这 四 个 月 内 ,市 场 对 该 产品 需求 量 如 下 表 所 示 . 


月 份 (此 ) 
需求 量 (D,) 


假定 生产 每 批 产品 的 固定 成 本 哎 用 为 3 千 抑 ,每 单位 产品 生产 成 本 费用 为 下 千 元 ,库存 费用 
为 等 月 0.5 千 元 . 并 且 规 定 1 月初 和 4 月 本 均 无 产品 库存 , 试 求 该 厂址 何 安排 各 个 月 的 生产 与 库 
存 ,使 总 成 本 费用 最 小 

此 外 ,各 种 资源 (人 力 , 物 力 ) 分 配 疝 题 . 痛 色 问题. 购 仙 问题 ,水库 调 度 问 题 等 等 ,也 祁 其 有 
多 阶段 决策 问题 的 特性 . 


7.1.2 动态 规划 的 基本 概念 和 基本 方程 


上 面 列 举 的 最 短路 线 问 题 是 动态 规划 中 一 个 较为 直观 的 典型 例子 . 我 们 通过 讨论 它 的 解法 
来 说 明 动 态 规划 方法 的 基本 思想 ,并 阅 述 它 的 基本 概念 

如 图 7 -1 所 东 的 线路 网 络 , 有 明显 地 ,从 4 点 到 右 点 可 分 为 6 个 阶段 . 从 4 到 8B 为 第 一 阶段 ， 
从 五 到 《为 第 二 阶段 ,… ,从 下 到 G 为 第 六 阶段 . 在 第 一 阶段 中 ,4 为 起 点 ,终点 有 8,、8, 两 个 ， 
因而 这 时 走 的 路 线 有 两 种 选择 , 若 我 们 选择 走 到 8, 的 决策 , 则 8B, 就 是 我 们 选择 的 决策 结果 . 在 
第 二 阶段 ,从 B, 出 发 ,对 应 子 B, 有 一 个 可 殿 选 择 的 终点 集合 1C,,C; ,G1 右 选 择 B, 到 〔; 为 第 
二 阶段 的 决策 , 则 5, 就 是 第 二 阶段 的 终点 ,同时 又 旦 第 三 阶段 的 始点 . 类 似 地 境 推 下 去 ,我 们 看 
到 各 个 阶段 的 决策 不 同 所 走 的 路 线 就 不 同 ,因而 整个 路 线 的 长 短 也 不 局 . 问题 的 要 求 是 在 各 个 阶 
段 选取 一 个 恰当 的 决策 ,使 由 这 些 决 策 所 决定 的 一 条 路 线 .其 总 路 程 最 短 ， 

若 我 们 采取 穿 举 法 . 即 把 出 4 到 CC 共有 2x3x2x2x2xi=48 条 不 同 的 路 线 都 草 出 来 , 比 
较 48 条 不 同 路 线 的 最 短 距 离 ,最 短 上 距离 为 18, 找 出 相应 的 最 短路 线 为 

及 一 oC 一 | 一 一 下) 一 

1、 动 态 规划 的 基本 概念 

(1) 阶段 

把 所 给 问题 的 过 程 , 怡 当 地 划分 为 若干 个 相互 联系 的 阶段 .以 便于 求解 . 通常 用 上 表示 阶段 
变量 . 如 例 1 可 分 为 6 个 阶段 来 求解 . 

(2) 状 态 

状态 表示 在 任 一 阶段 所 处 的 位 置 , 通 沉 一 个 阶段 有 车 王 个 状态 . 描述 状态 的 变量 称 为 状态 变 
量 . 参数 % 表示 第 下 阶段 的 状态 变量 , 如 在 例 1 中 第 三 阶段 有 四 个 状态 , 则 状态 变量 s, 可 取 四 个 
值 , 即 CCC ,点 集合 10 CC: 就 称 为 第 三 阶段 的 可 能 状态 集合 , 记 为 5 = Ci Ca， 
C,,C,|. 

(3) 沁 案 

在 某 一 阶段 , 当 状 态 给 定 后 ,往往 可 以 作出 不 同 的 决定 ,从 而 确定 下 一 阶段 的 状态 ,这 种 决定 
称 为 决策 . 描述 决策 的 变量 称 为 决策 变量 ,用 xts) 表 示 第 阶段 当 状 态 为 5; 时 的 决 案 变量 , 它 
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是 状态 s; 的 国 数 . 次 策 秋 量 的 符 化 范围 称 为 区 开关 和 茉 集合- 通 前 以 了 05) 表示 种 下 阶段 状 闪 为 
s; 时 的 允许 决策 集合 . 显然 有 (5;) e D,(s;). 

4) 状态 转移 方程 

状态 转 穆 片 程 描述 由 一 个 状态 到 另 一 个 状态 的 演变 过 程 . 用 

gi = T(s, ,x,) 
表示 , 它 表 示 第 阶段 与 第 +i 阶段 状态 的 变换 规律 . 如 在 例 | 第 二 阶段 中 ,大 从 状态 中 出 发 ， 
就 可 作出 三 种 不 同 的 决策 ,其 允许 决策 集合 
DBD) = tC ,Ci ,Cl 

若 选 取 的 点 为 C;, 则 C, 是 状态 B, 在 决策 x,(B,) 作 用 下 的 一 个 新 的 状态 , 记 作 C =%*,{ 5 ). 

(5) 稚 略 

由 过 程 的 第 天 阶 眉 开 始 到 终点 为 正 的 过 程 , 称 为 问题 的 后 部 子 过 程 ,由 每 段 的 决 染 组 成 的 诀 
策 罗 数 序 列 |x(s0) ,0 (84017),%《5,) | 就 称 为 子 过 程 的 策略 ,简称 子 瑟 上 略 , 记 为 已 (si : 

P, ,ls,) = a Ce 
当 六 =1 时 , 则 此 决策 卫 数 序列 称 为 全 过 程 的 一 个 策略 ,简称 案 虞 , 记 为 局 (3s). 

在 实际 问题 中 ,由 子 每 个 阶段 都 有 夺 干 个 状态 ,针对 每 一 个 状态 又 有 多 种 不 同 的 决策 ,从 而 
组 成 了 不 同 的 决策 铺 数 序列 , 即 存 在 许多 策略 可 供 选 择 . 这 种 可 殿 选 择 的 策略 范围 , 称 为 允许 策 
略 集合 ,用 了 表示 . 从 人 允许 策略 集合 中 找 出 使 问题 达到 最 优 效 果 的 策略 称 为 最 优 策 略 . 

(6) 指 标 函 数 和 最 优 指 标 晒 数 值 

指标 函数 ( 又 称 目标 晒 数 ?是 用 来 衡量 所 实现 过 程 优 沙 的 一 种 数量 指标 , 它 是 定义 在 过 程 上 
的 数量 函数 ,用 凡 ,表示 : 

| k= 1,2,..,n 

当初 始 状态 给 定时 ,过程 的 策略 就 确定 了 ,因而 指标 菠 数 也 就 确定 , 故 指 标 阔 数 是 初始 状态 

和 策略 的 晒 数 , 印 


LA Ve, Ls, (Cs 

阶段 指标 (又 称 阶段 效益 } 是 衡量 该 臣 决 策 效果 的 数量 指标 ,用 (si ,x;) 表 杰 在 第 阶段 由 
状态 s; 和 决策 (84) 所 得 的 效益 . 

指标 水 数 VW, 的 最 优 值 , 称 为 最 优 指标 四 数 值 , 记 为 L546), 它 表示 从 第 阶段 由 状态 3 出 
发 到 过 程 结 来 时 所 狼 得 的 最 优 拓 标 函数 值 ， 

在 不 同 的 问题 中 ,指标 的 含义 是 不 同 的 ,可 能 是 距离 .利润 .资源 消耗 等 . 如 在 最 短路 线 问题 
中 ,1 ,表示 从 第 阶段 的 点 3 至 终点 56 的 距离 ;如 4s4) 表示 由 点 $; 到 6 的 最 短 趾 离 , 用 4,(s;， 
x4) 表示 在 第 下 阶段 由 点 到 点 5, =%(5) 的 距离 . 如 在 第 五 阶段 中 由 点 怠 到 下 的 距离 为 3 
就 记 为 dE,,F) =3. 

2 动态 规划 的 基本 思想 和 基本 方程 

现在 ,我们 结合 解决 最 短路 线 问 题 来 介绍 动态 规划 方法 的 基本 思想 . 最 短路 线 有 一 个 重要 特 
性 , 即 如 果 从 起 点 到 终点 的 最 得 路线 在 第 天 站 通过 点 P,, 则 由 点 P, 出 发 到 达 终 点 的 所 有 可 能 选 
择 的 不 同 路 线 来 说 ,必定 也 是 量 短 的 . 

最 短路 线 的 这 一 特性 ,启发 我 们 找 最 短 牙 线 的 方法 , 那 就 是 从 最 后 一 段 开始 ,由 后 癌 前 逐步 
弟 推 ,演出 各 点 到 G6 点 的 最 短路 线 ,最 后 就 求 得 由 4 点 到 和 点 的 最 短路 线 . 所 以 动态 规划 的 方法 
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是 从 终点 逐 段 向 始点 寻找 最 短路 线 的 一 种 方法 ， 
下 面 我 们 按照 动态 规划 的 方法 ,将 俩 1 从 最 后 一 段 开 始 计算 ,由 后 向 前 巡 步 推 称 至 4 点 . 
当 上 =6 时 ,由 FF 到 终点 只 有 一 条 路 线 , 故 f(t) =4, 同 理 ,fe( 下 ) =3. 
当下 = 时 ,出 发 点 有 五 ,五 : ,五 沁 个 . 大 从 出 发 , 则 有 两 个 选择 ,一 是 至 F, ,一 是 至 到, 所 
J 
fCE) - in | win 人 。 Vp 
dE ,FF,) + HA(F,) 5+3 
这 说 明 , 其 最 短路 线 是 Ei 一 一 6, 而 相应 的 决策 为 x, (1) = 下. 
同 理 , 从 EE, 和 五 ; 出 发 , 则 有 
FE = ai | minf “|]- 5 
dE,,F,) +h(F,) 之 十 3 
其 最 短 上 四 线 是 ,一 FF, 一 G6, 且 x,(E,) =F,. 
ds EF,) I min * 
dE ,FF,) +h(F,) 6 +3 
其 最 短路 线 是 EE 一 FG, 日 x (BE,) =FF,. 
完全 类 似 地 ,可 算得 如 下 结 采 . 


mm 
er 


fCE,) = min| 


当 关 =4 时 ,有 
下) 三 
Da = 6,%.(D,) = EE, 
TD) SB (DD 
当 上 =3 时 ,有 
六 (CC = 13,x(C) = D, 
jG S10 mG SD 
hi) = 9, rs(C) = D, 
FC) 人 (Gy = D, 
当天 =2 时 ,有 


AB) =13, «(Bi) = 6， 
AltB,) = 16, x lB) = OC, 
当 有 = 工时 ,出 发 把 只 有 一 个 44 氮 , 则 
FA = 18, x{A) = B, 
至 此 , 求 得 图 7 -1 的 最 短路 线 为 4 一 8B 一 CC. 一 D1 一 5, 一 了 一, 相应 的 最 短路 为 18. 
再 按 计 算 顺 序 反 推 之 ,可 得 最 优 决策 明 数 序 烈 1x,| , 即 由 
大志 = Bx{B) = Cx ) = DRAtD) = Ex Es) = 
组 成 一 个 最 优 策略 . 
从 最 短路 线 问 题 例 子 的 计算 过 程 中 ,我 们 可 以 看 到 ,用 动态 规划 方法 求解 问题 的 关键 ,在 于 
正确 地 写 出 尺 阶 段 与 +1 阶段 之 间 的 递 推 关 系 式 : 
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人 一 min ds ,ES + f(x (sy)) | 上 k 一 6,0,4,3 ed 
IEE Ld se 


和 边界 条 性 访 (s;) =0{ 或 写成 (6) = dt ssG)). 
一 般 地 ,上 失 段 与 +1 阶段 的 递 推 其 系 式 可 与 为 
人 达 opt ai ss xsl ss)) + 大 x(ts |, k= nn-1,:,2,1 


边界 笨 件 为 六 ,1(s,,1) =0, 其 中 "opt 是 optimization( 最 优化 ) 的 缩写 ,可 根据 题 意 选取 min 或 
max. 这 种 递 推 基 系 式 称 为 动态 规划 的 图 数 基本 方程 . 


7.2 最 优化 原理 与 最 优 性 定理 


20 世纪 50 年 代 ,R. Bellman 等 人 根据 研究 一 类 多 阶段 决策 问题 ,提出 了 “最 优化 原理 ”作为 
动态 规划 的 理论 基础 .长 期 以 来 ,人 人 们 一 直 沿 用 这 一 提 法 . 动态 规划 原理 的 内 容 是 , “作为 整个 过 
程 的 最 优 策 略 有 具有 这 样 的 性 质 : 即 无论 过 去 的 状态 和 决策 如 何 ,对 有 章 面 的 决策 上 所 形成 的 状态 而 
计 ,余下 的 诸 决 策 必须 构成 最 优 策 略 .” 

后 来 , 随 者 大 们 诈 人 地 研究 动态 规划 ,认为 动态 规划 基本 方程 在 动态 规划 理论 中 具有 更 为 基 
础 的 作用 . 反映 动态 规划 基本 方程 的 最 优 性 定理 是 策略 最 优 性 的 多 要 条 件 , 而 最 忧 化 原理 是 策略 
最 优 性 的 必要 条 件 , 它 仪 是 最 优 性 定理 的 推论 向 已 . 

最 忧 性 定理 设 阶 段 数 为 n 的 多 阶段 决策 过 程 , 基 阶段 纳 写 为 =0,1,2,…,n -1. 人 多 许 冬 
略 P| = 《xo 1% 1 是 最 乱 采 略 的 充 要 条 件 是 对 任 赤 一 个 0 <k<n-1) 和 初始 状态 
so ES 有 

(so = ed ee iVositsos Por1) + opt (Sd 


0 Erok-Lisp) 


其 中 P= 1) 是 由 初始 状态 5, 和 了 策略 Pi 所 确定 的 上 
阶段 状态 ,Ts xs) 是 状态 转移 方程 

推论 ” 右 允 许 采 略 Py ,| 是 最 优 来 咯 , 则 对 任意 的 (0 < 天 <n -1), 它 的 于 策略 Pi ,_, 对 于 
以 有 = 二 Ttssi0zi-1) 为 起 点 的 大 到 nn 一! 于 过 程 来 说 , 必 是 最 优 策略 (注意 : 段 状态 ss 是 由 ww 
和 Po 所 确定 的 ). 

此 推论 号 是 最 优化 原 埋 所 谈 的 内 容 . 关于 定 至 和 推论 的 证 明 从 略 . 


7.3 构成 动态 规划 模型 的 条 件 


把 一 个 实际 问题 化 为 能 用 动态 规划 的 方法 来 求解 ,首先 要 做 的 是 根据 题 间 把 它 构造 成 动态 
规划 的 数学 模型 . 构造 动态 规划 模型 的 步骤 为 ; 

将 实际 问题 恰当 地 划分 为 在 上 [个 阶段 ,一 般 是 根据 时 间 和 空间 的 目 然 符 征 而 划分 ,但 要 
便于 能 把 问题 的 过 程 转化 成 多 阶 扫 决 案 的 过 程 . 

二 、 正 确 地 选择 状态 些 量 5 ,使 它 既 能 摘 述 这 程 的 尖 变 特征 ,又 要 满足 无 后 效 性 (马尔 可 夫 
性 ). 所 请 “无 后 效 性 "是 指 :如 举 菜 中 状态 给 定 , 则 在 这 段 以 后 过 程 的 发 展 只 与 当前 的 状态 有 关 ， 
而 与 过 去 的 历史 无 关 . 芒 选 择 状态 和 变量 不 满足 无 石 效 性 的 要 求 , 则 就 不 能 唯一 确定 下 段 的 状态 及 
其 最 优 指标 曙 数 . 
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二 、 确定 决策 正 量 x, 及 得 眉 的 允许 决策 集合 Ditsi) = [x1， 
四 正确 写 出 状态 转移 方程 5,, = Ti (5, ,x2). 
五 、 下 确 例 出 指标 了 浮 数 关系 TW , ,并 要 求 满足 圳 推 性 . 
正确 的 指标 基数 关系 要 满足 一 后: 
1. 它 是 定义 在 过 程 上 的 数量 函数 ; 
2， 要 有 可 分 离 性 并 满足 递 推 关 系 , 即 Vi 可 以 表示 为 54,xi ,V1., 的 了 栈 数 , 记 为 
Vs el Xa Vy,n Sr | 
3. 由 [swer Vis] 对 其 变 雹 Pood a od 来 说 严格 单调 . 
常见 的 指标 函数 是 取 各 段 指标 和 的 形式 , 妈 
VF, = Ds Ki) 


其 中 (5,,x,) 为 第 i 有 段 的 指标 , 它 显然 是 满足 上 述 三 点 , 故 上 式 可 写成 
Vy = DSS + loeb ome 
由 于 指标 了 消 数 是 初始 状态 和 策略 的 函数 ,因而 上 式 又 可 写成 
Vl se Pn Cr) | = VST) + | 
所 以 ,最 优 指 标 晴 数 但 为 
filsiy = Vl ads Be) Vl | 


其 中 ,局 Cs) 表示 初始 状态 为 时 的 后 部 了 于 过 程 这 有 于 策略 中 的 最 优 子 策略 


7.4 动态 规划 的 化 推 方法 


在 上 节 已 看 到 ,动态 规划 方法 的 关键 在 于 正确 写 出 动态 规划 的 递 推 区 系 式 ,而 动态 规划 的 递 
推 方式 有 逆 扒 和顺 推 两 种 形式 , 一 般 地 ,当初 始 状 态 给 定时 ,用 道 推 比较 万 便 , 当 终止 状态 铁定 
时 ,用 岩礁 比较 方便 ， 


7.4.1 闵 推 解法 


设 已 知 初始 状态 s, ,并 假定 最 优 值 旺 数 (s) 是 以 :为 初始 状态 ,从 五 阶 眉 到 nn 阶段 所 得 到 的 
最 大 效 益 . 
首先 从 第 阶段 开始 ,对 任意 输入 参数 5,, 则 此 阶段 的 最 大 效益 为 


fs = ee nk Sn sn) 


这 里 D.(s,) 是 由 状态 s, 所 确定 的 第 阶段 的 允许 决策 集合 . 解 此 一 维 极 值 问 题 ,得 到 最 优 值 
/.(s,) 及 最 优 解 =x,(s,) , 它 就 是 当 第 阶段 的 初始 状态 为 , 时 的 最 优 决策 
然后 ,进入 第 -1 阶段 , 则 最 大 效益 为 
As) = ma st) + hs,)] 


和 
其 中 3 = fie (8 _1 a 解 此 - 维 极 恒 问 题 , 得 到 最 做 解 和 | 一 证 -1 (5 ) ,这 就 是 当 第 n 一 ] 乓 让 
段 的 输入 为 ,时 的 最 优 决 策 . 

如 此 类 推 ,直到 第 一 阶段 ,得 到 最 大 效 巷 为 
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PR i em 本 Je a 


一 一 一 一 一 


三 (31 一 max Lv 《Si ,x) + FCs) | 


工 ] 过 Ds] 


此 中 3, =T(51 ,x1), 解 之 ,得 到 最 优 解 x， = x,(s1). 

在 上 述 逆 推 过 程 中 ,我 们 逐步 求 出 了 极 值 隐 数 05007 1(551) 3 一; 有 (5 及 相应 的 岂 策 消 
数 xs) ,xs ,Xu(s,). 由 于 初始 状态 s, 是 已 知 的 ,按照 上 述 递 推 过 程 相反 的 顺序 椎 
算 ,就 可 逐步 确定 出 每 一 阶段 的 决策 到 绽 蔓 . 

综 上 所 述 ,整个 过 程 包括 两 个 步 聂 ,前 - -步骤 称 为 “ 选 代 "成 “ 递 推 ” ,后 一 步骤 称 为 “ 回 代 ”. 

例 1 求 x,,x,,x; 在 满足 约束 条 件 

x + x TY = ete > 
\, 宇 0 ,x 法 0,x4 之 也 
之 下 ,使 遇 数 (x, ,x; ,X41) =xi%zx 达到 最 太 值 . 

这 个 例子 可 用 初等 方法 或 微分 学 方法 求 册 它 的 最 优 解 ,现在 用 动态 规划 方法 来 求解 . 按 变 量 
划分 阶段 ,可 把 它 看 作 一 个 三 阶段 次 绩 问 题 ,决策 变量 分 别 为 xl ,xz 没 初 始 状 态 s, =c ,状态 转 
称 消 数 为 5, =3, 一 x( 记 =1,2,3) ,种 阶段 的 效益 如 (3;,x,) 按 于 法 结合 起 玉 . 设 8; =x,53=5 一 
xs =3 一 因此 队 最 后 一 阶段 开始 ,依次 列 出 极 但 敬 数 的 巡 推 关系 为 

fists) = maxt{ x ) 


fls) = max ixfts3) | = max [xafstss — x2}) 
a. max [Xfa(s2) | 一 ,Dax [xfats | 


然后 ,可 逐步 求 出 各 阶段 的 最 优 值 及 最 优 解 . 显然 有 
hs3) = 83 及 最 优 解 x = 5 
接着 可 求 出 5 如 用 微分 法 ) 


(5) = ,max [ma(a -和 5)] = [二 | 及 最 优 解 x， = 学 
1 = 人 (2 区] -人 他 优 角 “ = 革 
由 于 已 知 初始 状态 s+, =e ,进行 回 代 运算 ,得 


+ © 
$1 = A fs) ey 
2 + | 心 C . 
上 二 | 一 证] J 学 > 33: (ls, =[ 当 ] 
证 i 让 Ce C 
I 二 J f(s) = 
于 


,由 此 得 到 最 优 策 略 x”， =x7 = 好 = 二 ,最 大 值 及 (> ) -1 了 | 


上 述 递 推 过 程 为 求 极 值 问题 提供 了 - -条 新 的 途径 ,把 m 维 极 值 问题 化 为 上 个 前 后 关联 的 一 
维 极 值 问 题 ,这 于 是 动态 规划 方法 的 基本 特征 . 


7.4.2 闫 推 解法 
设 已 知 终止 状态 3,, ,并 假定 最 优 租 螨 数 (s) 是 以 :为 阶段 的 结束 状态 ,从 1 阶段 到 & 阶 


WwWwW.I-nobel.comybbs 


7.4 动态 规划 的 递 推 方法 - 121 、 


段 所 得 到 的 最 大 效益 . 
已 知 终止 状态 用 须 推 方法 与 已 知 初 始 状 态 用 道 推 方 法 本 质 上 是 没有 区 别 的 ,假定 状 访 变换 
，，= 轴 (sz ) 的 道 变换 为 = Te (so 
端 先 ,从 第 一 阶段 开始 , 求 出 
f(s2) = a 
其 中 s = 了 《5 ,x,) 及 相应 的 最 优 解 x = (ss)， 
然后 进入 第 二 阶段 , 求 出 


六 (sa 一 ,a Ly ,TX + Ht(s,)] 


其 中 5, = 了 TD (5;,x2) 及 相应 的 最 优 解 x, =x,(5;). 如 此 类 推 ,直到 求 出 
JE ,Wa LBs $e 
其 中 ss =T (3 ,x,) 下 相应 的 最 优 解 * = x,(s, ,1). 
由 于 终止 状态 s, ,是 已 知 的 ,所 以 回 代 过 程 从 3,,, 开 始 , 按 上 述 这 程 相反 的 顺序 ,就 可 以 逐 
步 确定 出 每 阶段 的 决策 及 效益 ,从 而 得 到 整个 问题 的 最 优 策 略 . 
例 2 将 丁 节 例 1 用 上 顺 排 法 解 之 . 
这 里 仍 按 变 量 划分 为 三 个 阶段 ,其 决策 汉 量 分 痹 为 *, ,x ,xs ,并 假设 初始 状态 3, =c, 但 状态 
转 称 荡 数 应 为 5,,， = 5 -x 的 道 变 换 
5 = SI +r (k=1,.2,3) 
为 保证 决策 变量 非 负 ,上 必 有 21 S 引 到 字 
在 第 一 阶段 , 因 s, =s +x =ce, 故 有 
人 


在 第 二 阶段 , 因 了: 一 了 3 十 先 ， 利 $F 履 相 求 出 


0 
, { $3) a ee (3s,) + ,eax | $3 x2) | a | 
相应 的 最 优 解 为 x, = 一 = 


在 第 三 叭 段 , 因 Fy 二 34 十 先 ; 和 5; se 可可 求 出 
0 -Le ]-( 福 习 
相应 的 最 优 解 为 +， = 一 一 
终止 状态 s。 由 下 面 的 极 值 向 题 来 确定 


3 
max f(s) = max| - 3 


显然 当 s, =0 时 , (5) 才能 达 划 量 天 值 ,然后 再 进行 回 代 ,得 到 
4 二 Xa 三 村 了 一 | | 
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= 竺 ， 所] 3 (8,) 

通过 上 面 的 讨论 ,对 如 何 恰当 地 运用 动态 规划 中 的 逆 扒 和 顺 推 方法 有 了 比较 明确 的 了 解 . 当 
初始 状态 和 终止 状态 都 已 知 时 , 顺 推 和 逆 推 邦 可 以 进行 , 庶 视 具体 情况 商定. 

通过 此 例 的 计算 对 我 们 用 动态 规划 的 方法 去 解 某 些 非 线 性 规划 问题 的 思 蹄 是 有 局 发 的 . 


7.5 动态 规划 模型 举例 


$7 


7.5.1 一 种 资源 的 分 配 问题 


设 有 某 种 原料 ,总 数量 为 a, 用 于 生产 种 产品 . 若 分 配 数量 x, 用 于 生产 第 i 种 产品 ,其 收益 
为 g(x,). 回应 如 何 分 配 , 才 能 使 生产 的 总 收入 最 大 ? 
此 问题 可 写成 静态 规划 问题 : 
max[ g(r) + g(r) + + gly} 
Re 
be A 
在 应 用 动态 规划 方法 米 处 理 这 类 “静态 规划 "问题 时 ,通常 以 把 资源 分 配给 -- 个 或 几 个 使 用 
者 的 过 程 作 为 -- 个 阶段 ,把 规划 问题 中 的 变量 取 为 决策 变量 ,将 景 计 的 量 或 随 弟 推 过 程 变 化 的 车 
选 为 状态 变量 
状态 变量 。 表示 分 配 用 于 生产 第 上 种 产品 至 第 mn 种 产品 的 原料 数量 . 
次 策 变 量 x, 表示 分 配给 生产 第 于 种 产品 的 原料 数量 . 
状态 转移 方程 为 :5 ,=s -xi 
侈 许 迷 策 集合 为 :D,(s,) = ix,10 志 x, 志 s,|. 
令 f(s,) 表示 以 数量 为 5 的 诛 料 分 配给 第 种 至 第 nn 种 产品 所 得 到 的 最 大 收入 . 因而 可 写 
省 动态 规划 的 递 推 基 系 式 为 : 
站 = ,Tuk {gi (xe) tf (fs )}, k=1,2,.,n-l1 


he) = al) 


人 = max fgifzr) + hlse xi k=1,2,.,n -1 
f(s,) = 总 和 

利 出 这 个 递 推 关 系 式 求 问 题 的 解 /ta). 
7.5.2 考虑 畜牧 领域 的 资源 分 配 问 题 


假设 我 们 有 一 格 牛 龄 等 级 为 六 i=0,1,2,…,n), 头 数 为 :的 牲畜 ,其 中 年 龄 等 级 ii=0,1， 
2,…, -1)} 的 和 性 畜 头 数 是 包括 年 龄 为 了 的 所 有 牲畜 数 ,年龄 等 级 ”的 性 冀 头 数 是 包括 年 龄 为 mn 
堪 比 nr 大 的 所 有 牲畜 数 . 于 是 在 每 年 的 开始 维 类 下 述 类 有 策 和 相应 的 收 苍 : 
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{1) 牲畜 可 以 送 到 市 场 旦 每 一 头 年 龄 等 级 i 的 特 冀 的 价值 为 a,; 

(2) 牲畜 可 以 继续 饲养 ,其 中 年 龄 等 级 庆 的 牲 育 ,s; 头 可 生产 bs, 头 小 性 畜 . 

假设 cs; 是 年 龄 等 级 i 继续 生存 到 年 龄 i+1 的 牲畜 涉 数 ,0 ce, 专 . 

如 果 最 初 牲畜 群 的 年 龄 等 级 为 i, 头 数 为 ,i=1,2,…,n, 人 确定 在 六 年 范 转 内 使 总 收益 最 大 
的 饲养 和 市 场 策 略 ， 

解 ” 把 阴 数 (so 5 5 有) (k=1,2, 司 入) 定义 为 从 第 上 年 开始 ,具有 年 龄 等 级 i 
(i=1,2,…,n) , 牲 音 量 为 * 的 最 优 饲 养 和 市 场 策 酷 过 程 的 收益 , 设 x 为 在 第 年 ,年 龄 等 级 为 i 
(i =0,1.2,…,n) 的 竹 畜 送 往 市 场 的 头 数 . 然后 ,从 这 些 分 配 中 ,我 们 立即 得 到 收益 为 : 


下 ,证 ， 
上 一 遇 


下 一 年 (第 上 +1 年) 新 增 畜 收 群 的 组 合 为 F 表 所 示 : 
表 7 -1 在 第 大 年 新 生 牲 衣 群 的 组 合 


i 年 龄 为 的 牲畜 
0 yals x) 
1 col so 一 So | 
2 | ci fs 一 于 

nl Eu 
六 nn si a tn 


n 由 
mux | 2 5, + | 让 《5 — Xi) ,colso — Xo) Cts — X11), 
和 小 虹 下! 宇 #, 1 三 让 1 

1 二] ,本 ，-- 


cols ~ x) toals, x) k+l1| | 
显然 ,对 最 后 一 年 (上 = 入 ) ,我 们 卖 出 所 有 牧 裔 并 得 到 收益 为 ， 
> os 
这 将 给 出 ， 
Nios = Pas 


在 这 里 我 们 可 以 应 用 递 推 方程 得 到 f( d, ,d,,… ,d, ,1) , 即 是 我 们 要 求 的 最 大 收益 , 再 用 寻找 最 优 
决策 序列 的 方法 可 以 确定 饲养 策略 


7,6 习 题 


1. 用 递 推 方法 求解 下 列 问 题 
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x XX, + XxX = 
与. + 
x DO, = 1,2,3 
2. 半 厂 生 产 一 种 产品 ,估计 该 产品 在 未 来 四 个 月 的 销售 攻 分 别 为 4,5,3:2( 单 位 :日 件 ). 该 
项 产品 的 生产 准 答 费用 每 批 为 500 元 ,每 件 的 生产 费用 为 1 元 , 存 情 费 用 每 件 每 月 为 1 元 ,假定 
一 月 初 的 存 贫 为 100 件 ,五 月 万 的 存 赁 为 零 . 试 求 该 三 在 这 四 个 月 内 的 最 优生 严 计 划 . 
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第 8 草 做 分 方程 


微分 廊 程 是 研究 函数 变化 规律 的 有 力 工 具 , 在 科技 .工程 .经 济 管理 ,和牛 态 .环境 .人 口 ,交通 
等 各 个 领域 中 有 着 广泛 的 应 用 . 

建立 微分 方程 模型 要 对 研究 对 象 作 具体 分 析 . -- 般 有 以 下 三 种 方法 :一 是 根据 规律 建 模 ; 二 
是 用 微 元 法 建 模 ; 三 是 用 模拟 近似 法 建 槛 , 

建立 微分 方程 模型 只 是 解决 问题 的 第 一 步 , 通 常 需要 求 出 方程 的 解 来 说 明 实 际 现象 ,并 加 以 
检验 . 如 果 能 得 到 解析 形式 的 解 固然 是 便于 分 析 和 应 用 的 ,但 大 多 数 微 分 方程 是 求 不 出 解析 和 解 
的 ,因此 和 研 究 其 稳定 性 和 数 但 解法 就 是 十 分 重 昌 的 手段 . 


8.1 微分 方程 模型 


8.1.1 根据 规律 建 模 类 根 型 


在 数学 .力学 .物理 .化 学 等 学 科 中 已 有 主客 经 过 实践 检验 的 规律 和 定律 ,如 牛顿 运动 定律 、 
革 尔 霍 夫 电流 及 电压 定律 .物质 的 放射 性 规律 .曲线 的 切线 的 性 质 等 ,这 些 都 此 及 某 些 下 数 的 恋 
化 率 . 我 们 就 可 以 根据 相应 的 规律 , 列 出 常 微分 方程 . 

例 1 物体 在 空 侍 中 的 冷却 速度 与 物体 和 空气 的 温差 成 正比 ,如 果 物 体 在 20 min 内 由 i100 
冷却 和 凤 60 和 ,那么 经 过 密 长 时 间 此 物体 的 温度 将 达到 30 和 ? 

解 ”“ 牛 顿 的 冷却 定律 是 :将 温度 为 了 的 物体 放 人 处 于 常温 T, 的 介质 中 时 ,7 的 变化 速率 正 
比 于 了 与 周围 介质 的 温度 差 ， 

由 题 意 郑 

di ly 
T=-k(T-20), 7(0) = 100, 7( = = 60 
微分 方 种 的 解 为 了 = Ce-“ +20 .可 求 出 Fr=s0( 于) 420,4 =1, 即 经 过 1 温度 可 以 降 到 30 和. 

例 2({ 目 标 跟 踪 问 题 ) 设 位 于 坐标 原点 的 甲 舰 向 位 于 x 轴 上 点 4(1,0) 寻 的 乙 舰 发 射 导弹 ， 
导弹 始终 对 淮 乙 舰 . 如 果 乙 舰 以 最 大 的 速度 v。 (sv, 是 常数 ) 沿 平行 于 y 轴 的 直线 行 驴 ,导弹 的 速 
度 是 5o,, 求 导弹 运行 的 曲线 . 及 乙 舰 行 怠 包 远 时 ,导弹 将 它 击 中 ? 

解 ” 设 导弹 的 轨迹 曲线 为 7Y=y(x) ,并 设 经 过 时 间 +, 导 弹 位 于 点 P(x, 了 7) , 乙 舰 位 于 点 Qt1， 
vot), 由 于 导弹 头 始 终 对 淮 乙 舰 , 放 此 时 直线 PO 就 是 导 阐 的 轨迹 曲线 弧 OP 在 点 PP 外 的 切线 , 即 
有 YY' - <, 亦 册 


一 计 


vt = (1 -xiy 十 和 
又 根据 题 意 , 强 OP 的 长 度 为 |48| 的 5 倍 , 即 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


.126 ， 第 8 章 微分 方 可 


[ ra yx Si 


lr 本 
| ] +Y¥ dx 
(1 y= VT 
5 
并 有 初 什 条件 300) =0.y (0) =0, 解 得 
= -去 (1 Be a 


此 即 导 弹 运 行 的 曲线 方程 (图 8 一 1). 


{luot) 


是 一 EE 下 YY 号 
当 x = 上 时 7= 订 , 即 当 乙 舰 航行 到 点 { 1, 和 9) 处 时 被 导弹 击 中 . 被 击 中 时 间 为 1= 训 = 
此 w=1, 则 在 :=0.21 时 被 击 中 . 


8.1.2 微 元 法 建 模 


用 微 积 分 的 微 元 分 析 法 建立 常 微分 方程 模型 ,实际 上 是 寻求 -- 些 微 元 之 间 的 关系 式 . 在 建立 
这 些 关 系 式 时 也 要 用 到 已 知 的 规律 或 定理 . 与 第 一 种 方法 不 同 之 处 在 于 这 里 不 是 育 接 对 未 却 限 
数 及 其 导数 应 用 规律 和 定理 来 求 关 系 式 ,而 是 对 某 些 微 元 来 应 用 规律 ， 

例 3( 容 器 漏水 问题 ) 有 高 为 1 m 的 半球 形容 器 ,水 从 它 的 底部 小 乱 流 出 . 小 孔 横 截面 积 为 
1 em . 开始 时 容器 内 盛 满 了 水 , 求 水 从 小 孔 流 出 过 程 中 容器 里 水 古 的 高 度 站 (水 面 与 孔 口 中 心 的 
忠 离 } 随 时 间 上 变化 的 规律 , 

和 解 由 流体 万 学 知识 知道 ,水 从 孔 口 流出 的 流量 @4 即 通过 孔 口 横 裁 面 的 水 的 体积 了 对 时 间 
i 的 变化 率 ) 可 用 下 列 公 式 

0 = = 0.628 v2gh 

计算 ,其 中 0.62 为 流量 系数 ,5 为 乱 口 的 横 截 面积 ,现在 5=1 cm . 故 


~ = 0.62 v2gh 
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8,1 微分 万 程 模 型 ,127， 


男 一 方面 , 设 在 微小 时 间 间 隔 [ t,t + 由] 内 ,水 面向 度 由 凡 隆 至 及 + 
dh(dh <0) ,由 此 可 得 到 
dy = — mr dh 
其 中 > 是 时 刻 : 的 水 面 半 径 , 右 端 兽人 俩 号 是 由 于 导 <0 而 由 >0 的 
缘故 . 又 轩 
r= v100 -0100 -站 2 = 2008 一 扩 
所 以 上 式 变 成 


dV = — T2200 — h’) dh 图 8 -2 
于 是 得 到 趟 知 藻 数 六 = 上 hf 应 满足 的 微分 方程 
0.62 vghdr = - mn{200h — bh’*) dn 
切 值 条 忻 为 


解 此 方程 ,得 


: (7 x 10 -10h + 3h”) 


05 
此 即 水 从 小 孔 流 出 的 过 程 中 容 苦 内 水 而 高 度 天 与 时 间 上 之 则 的 现 数 关 系 式 { 图 8 一 2)， 


8.1.3 模拟 近似 法 建 模 


在 社会 科学 .生物 学 .医学 .经 济 学 等 学 科 的 实践 中 ,常常 要 用 模拟 近似 法 来 建立 微分 方程 模 
型 . 这 是 因为 ,上 述 学 科 中 的 一 些 现象 的 规律 性 我 们 还 不 足 很 清楚 ,即使 有 上 所 了 解 也 并 不 全 面 , 因 
此 ,要 用 数学 模型 进行 研究 只 能 在 不 同 的 假设 下 去 模拟 实际 的 现象 . 如 此 模拟 近似 所 建立 的 微分 
方程 ,从 数学 上 求解 或 分 析 解 的 性 质 , 再 去 同 实际 情况 作对 比 ,观察 这 个 模型 能 否 模拟 .近似 某 些 
实际 的 现象 . 

例 4( 交通 管理 问题 在 交道 十 字 路 1 ,部会 设置 红 绿 灶 . 为 了 让 那些 正 行驶 在 交 义 路 口 或 
离 交 叉 路 口 太 近 而 无 法 停 下 的 车 辆 通过 路 口 ,红绿灯 转换 中 则 还 要 亮 起 一 段 时 间 的 黄 灯 , 对 于 一 
位 驶 近 交 叉 路 口 的 驾驶 员 来 说 ,万 万 不 吕 处 于 这 样 的 进退 两 难 的 境地 :要 安全 停车 则 离 路 口 术 
近 ; 要 想 在 红 灯 亮 之 前 通过 路 口 又 觉得 太 远 . 

邦 么 , 黄 灯 应 亮 多 长 时 间 才 最 为 合理 呢 ? 

对 于 驶 近 交 叉 路 口 的 驾驶 员 ,在 他 看 到 黄色 依 导 后 要 做 出 决定 :是 停车 还 是 通过 路 口 . 如 果 
他 以 法 定 速 度 { 或 低 于 法 定 速度 ) 行 玫 , 当 决定 停车 时 ,他 必须 有 足够 的 停车 距离 . 当 决 定 通过 路 
口 时 ,必须 有 足够 的 时 间 使 他 能 完全 通过 路 口 。 这 包括 做 出 停车 决定 的 反应 时 间 以 及 通过 停车 
所 需 的 最 短 距离 的 驾驶 时 间 . 能 够 很 快 看 到 黄 灯 的 驾驶 员 吕 以 利用 刹车 距离 将 车 停 下 . 

于 是 , 黄 灯 状态 应 持续 的 时 间 包 括 驾 驶 员 的 反应 时 间 ,车 通过 交叉 路 口 的 时 间 以 及 通过 刹车 
距离 所 需 的 时 间 . 

如 果 法 定 速度 为 , 交 灵 路 [1 的 宽度 为 1, 典型 的 车 身长 度 为 上 考虑 到 车 通过 路 口 实 际 上 指 


的 是 车 的 尾部 必须 通过 路 口 ,因此 ， 通过 路 口 的 时 间 为 二 
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一 一 
dT 本 


现在 我 们 来 计算 刹车 旷 离 - 设 多 为 汽车 的 重量 ,wu 为 摩擦 系数 ,显然 ,地 面 对 汽车 的 摩擦 力 
为 到 ,其 方向 与 运动 六 向 相反 . 汽车 不 停 车 过 程 中 ,行驶 的 距离 < 与 时 间 :的 关系 可 由 下 面 的 微 
分 方程 


ee = -pW (1) 
求 得 ,其 中 是 量力 加 速度 . 
我 们 给 出 方程 (1) 的 初 值 条 村 
TY , 一 二 ， 罗 二 二 卫 。 (2) 


于 是 , 潭 车 距离 就 是 直到 速度 v=0 时 汽车 驶 过 的 中 离 . 
首先 ,求解 二 阶 微分 方程 (1) ,对 (1) 式 从 0 到 上 积分 ,再 利用 初 什 条件 (2) ,我 们 得 到 


= jgt + on (3) 


在 条 件 (2) 下 对 (3) 式 认 0 到 1 积 好 ,得 
地 二 一 Sgt + nt 


注意 到 在 (3) 式 中 令 尝 “=0 .可 得 剃 车 所 用 的 时 间 = 2 及 而 得 到 


2 


i 渍 全 (4) 
2 
我 们 计算 一 下 黄 灯 状态 的 时 间 4: . 
x{tn) + + 上 
一 dd 十 下 
其 中 了 是 驾驶 员 的 皮 应 上 时间, 于 是 
Un 十 二 
EE + 7 
如 果 把 4 与 美 系 的 图 像 描 绘 出 来 , 则 大 致 如 图 8-3 所 ?0 vo 
不 : 图 8 -3 黄 灯 周 期 与 法 定 速度 的 关系 


假 股 了 =1s 了 =4.5imn =9m. 另 外 ,我 们 选取 县 有 代 
表 性 的 六 =0.2. 当 mw =45 kmyh.6s km 以 及 80 kmxh 时 , 黄 灯 时 间 如 表 8 -1 所 示 . 表 中 给 出 了 
经验 法 的 值 . 


表 8 -1 
fkEmzh) ACs) 经 验 法 (s) 
45 5. 27 3 
65 - 6. 35 4 
80 | 7. 28 5 


我 们 注意 到 ,经验 法 的 结果 一 律 比 我 们 预测 的 黄 灯 状态 短 些 . 这 使 人 想起 ,许多 交叉 路 口红 
绿灯 的 设计 可 能 使 车 辆 在 绿灯 转 为 红 灯 时 正 处 于 从 叉 踏 口 . 
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一 一 一 re 一 rw mw wm 


8.2 微分 方程 的 定性 理论 


对 某 些 洋 际 问题 , 建 异 的 主要 目的 并 不 是 要 导 求 动态 过 程 每 个 瞬时 的 性 态 , 而 是 研究 某 种 意 
义 下 稳定 状态 的 特征 ,特别 是 当时 间 充 分 长 后 动态 过 程 的 变化 趋势 , 为 分 析 这 种 稳定 与 不 稳定 的 
规律 ,常常 不 需求 解 微分 方程 ,而 利用 微分 方程 的 稳定 性 理论 ,和 直接 研究 平衡 状态 的 稳定 性 即 可 . 
因此 , 篆 微 分 方程 的 定性 和 机 定性 理论 已 成 为 数学 建 模 必 备 的 基础 理论 知识 . 


8.2.1 动力 学 体系 、 自 治 系 统 与 非 自 治 系 统 


1， 基 本 概念 
考虑 微分 方程 组 的 初 值 问题 


dX 
dr = F(t, 硅 ) (1) 
(0 ) = 于 (2) 


其 中 


T 
胡 == (x J 


POX) = (Flare st) fs sf 
以 下 我 们 都 假设 (4,X) 是 i.X 的 函数 , 且 保 证 解 的 唯一 性 , 基 (4,X) 对 XX 满足 利 普 希 获 ( Lips- 
chits) 条 件 : 存 在 二 ,使 | (1, 芋 ) ~ 下 (1, 祥 ) | < 上 L|X -及 |. 于 是 初 值 问题 (1) (2) 存 在 唯一 的 解 
二 = E(t 下， (3) 
设 方程 组 (1) 表示 某 一 运动 系统 ,其 中 自 变 量 + 视 为 时 间 , 而 了 是 在 4 维 空间 R" 中 质点 运 
动 时 点 的 坐标 (x, ,x*;，… ,x*,). 这 时 解 (3) 称 为 运动 系统 (1) 在 时 刻 1 时 质点 通过 点 (,X,) 的 一 
个 运动 . 在 把 时 间 : 当 作 参数 的 这 种 解释 下 , 称 (1) 是 一 个 动力 系统 , 称 空间 R" 为 相 空间 . 参数 方 
程 (3) 在 相 空 间 中 确定 的 曲线 称 为 相 轨 线 , 简 称 轨 线 . 
以 下 只 考虑 R=2 的 情形 ,这 时 (1) .(2) 变 为 
dx 


-= = Plt,x,y) 
(4) 
上 ; 
dt 一 DOU,x,y) 
它 满 足 初 值 条 件 x() =zx0o ,y(to) = 的 解 为 
% 
. 
ly = Y(t) ™ 
方程 组 (4) 是 二 锥 动力 系统 ,Oxy 平面 束 称 为 动力 系统 (4) 的 相 平 面 . 以 :为 参数 , 解 {5) 在 相 平 


面 上 所 描绘 的 曲线 就 是 相 执 线 或 雪线. 
如 末 方 程 组 (4) 的 右 端 汝 数 显 含 日 变量 1, 则 称 它 为 非 自 治 系 统 ,相应 地 ,把 右 端 蚂 数 不 显 合 
i 的 方程 组 


(6) 
df Q(x,Y) 
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称 为 妃 治 系统 (或 定常 系统 ). 
例 1 考 嵌 目 涌 系统 
dx 
d+ 
dy 
dt 
显然 ,x = cost,y = sint 是 方程 组 满足 初 值 条 件 x(0) =1,y(t0) =0 的 解 . 它 在 二 维 空间 1 (t,x,7))} 
中 表示 的 曲线 是 一 条 曲线 ,如 图 8 -4(a) 所 不. 如 采 上 述 方 程 是 描述 质点 在 平面 上 运动 的 动力 系 
统 , 则 以 上 的 解 在 平面 上 的 轨 线 是 一 个 图 x +y =1, 它 是 上 述 积分 曲线 在 0xy 平面 上 的 投影 , 当 
t 增加 时 , 轨 线 的 方向 如 网 8 -4(b) 所 示 , 它 表明 当时 刻 t=0 时 经 过 点 (9) 的 质点 作 道 时 针 方 
回 的 周期 性 运动 


一 迪 


2. 自治 系统 相 轨 线 的 基本 性 质 

假设 自治 系统 (6) 的 右 端 丽 数 在 相 平 面 及 上 满足 存在 唯一 性 定理 条 件 , 则 它 的 轨 线 有 以 下 
的 基本 性 质 ， 

性 质 1 设 x=xtt) ,y=y(t) 是 自治 系统 6) 的 一 个 解 , 则 x =x(t+0) ,y=y(t+c) 也 是 (56) 的 解 ， 
其 中 c 是 性 意 毅 数 . 

性 质 2 自治 系统 (6)] 经 过 相 平面 上 任意 一 点 (soyyo) 存 在 唯一 的 一 条 轨 线 . 


8.2.2 初等 奇 点 附近 轨 钱 的 分 布 


1. 常 总 与 奇 点 
考虑 二 维 自 治 系统 


dx 
dr > Pl 本 
= (#9) 


以 下 都 假设 方程 组 (7) 的 右 端 函数 Ptx,yY) .0(x,Y) 症 某 个 单 连通 区 域内 连续 ,并 且 满 足 
解 的 存 焉 队 一 性 条 件 . 
定 湾 1 对 于 区 域 了 D 内 的 一 个 点 (x, ,Yo0) ,如 果 [ Pixo,y0)] +[Q(xo,Y)] 关 0, 则 称 { x,， 
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和 0) 为 系统 (7) 的 常 点 ;如 果 FP(Gx6o mm +[QOfroyo)] =0, 则 称 (xo,yro) 为 系统 (7) 的 奇 点 . 
以 几何 角度 看 ,动力 系统 47) 在 区 域 五 内 靖宇 了 一 个 向 最 场 {fPfx.yy ,Ofx,yr)3+, 即 对 号 内 
的 每 -点 (4% 和) 对 应 一 个 回 量 ,其 分 量 各 为 Pi 大 和 zy) 这样 常 点 对 应 的 旺 模 不 为 
零 的 向 量 的 点 ,而 奇 点 对 应 的 一 定 是 历 疝 量 , 町 此 ,向 星 场 在 奇 点 处 的 方向 是 不 定 的 . 
限 (zy yo 十 系统 47) 的 奇 点 , 则 取 这 个 点 作为 基 - 一 时 刻 上 = 与 时 的 开始 点 
(x(to) =xo7f5) =yo) 就 得 到 了 系统 (7) 的 唯一 解 x =zm,y=y, 即 奇 点 本 身 . 
定理 1 闻 林 系统 (7 了 7) 的 东 一 解 x=xf 间 ,=yb 当 二 +o 时 趋向 于 定点 P(xo,y) ,并 且 
有 PCxoyo) eD, 则 户 必 是 系统 (7) 的 奇 点 . 
如 果 把 系统 (7) 转 化 为 
dr ON) ww P(x,y) (8) 
dz Plxy)  ， dg Q(x,y) 
则 系统 C7) 的 轨 线 号 是 一 阶 微分 方程 (8) 的 舱 分 曲线 ,这 样 就 提供 了 求 轴线 的 一 个 方法 . 但 应 当 
指出 ,在 求解 (8) 时 ,必须 户 (x,y) + 0 (x,Y) 关 0 ,否则 (8) 是 没有 意义 的 . 
2， 钱 性 系统 的 奇 点 与 它 附 近 轨 钱 的 分 布 
考虑 系统 (7) 是 线性 的 情形 下 ,其 轨 线 在 相 有 平面 上 的 性 态 ,并 根据 在 奇 点 邻 域内 轨 线 分 布 的 
不 同性 态 对 奇 点 进行 分 类 . 
二 维 常 系数 线性 白 治 系 统 的 一 般 形式 为 


= x + by ee 
oY = ex + dy 
它 的 癌 量 形式 可 号 为 
dU 于 
de = 加 下 
Tm 下 
这 里 Y= (xz,7)7 ,4 =| 中 ,并 假设 行列 式 det 4 六 0, 这 时 坐标 原点 是 系统 的 唯 - 奇 点 . 
根据 线性 代数 理论 ,对 定 阵 4 , 必 存 在 非 奇异 的 实 窍 阵 了 
TT Ki K,, (10) 
网 | 
使 得 了 ”437 为 若 尔 当 标准 形 了 于 是 作 灾 换 天 =7F, 了 =(E,9) ,系统 (9) 就 可 化 成 
人 = TATY = JY 
由 系数 趾 阵 4 的 特征 根 的 小 同 情况 , 若 尔 当 标准 形 了 有 如 下 四 种 形式 : 
A 0 A 0 A 0 a 8B 
| ,| | EE ,| | 
一 | 
A 的 特征 方程 为 |” j=0, 
一 六 
A ~ (at+d)A+t+ad-bc=0 (11) 


引信 符号 
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则 4 的 特征 方程 可 写成 

A +pA+9= 人 0 
特征 根 为 
a Sn -4g 
对 于 系统 (9) 的 奇 点 (0,0), 当 det4 壮 0 时 ,可 根据 4 的 特征 根 的 不 同情 况 判 断 其 类 型 ,并且 可 根 
据 特 征 根 实 部 的 符 与 ,区 分 稳定 或 不 稳定 的 情形 . 得 到 如 下 关于 奇 点 稳定 性 的 结论 : 


站 | 世人 世 入 


A1 =A <D p20,0>0,p =49 稳定 退化 结 点 


不 稳定 退化 结扎 


由 1 A,>0 | 


月 > 女生 f 


一 


p<Dr>0,p <dn . 不 稳定 焦点 
中 心 


r=0,g5»0 


da dx 


例 2 考虑 二 阶 线性 微分 方程 他 +2 下 +5x=0) 
作 变 换 衬 =y, 可 将 它 化 为 下 列 方程 组 
dr 
dt + 
dy 
ee SX 一 了 


0D : l 
这 里 4=| “。 _，| 量 det 4z0. 最 然 原点 (0,0) 是 系统 的 唯一 奇 点 . 由 特征 方 和 


. ] | 
=A +2A4+5=0 


得 特征 根 
Nl = 
套 {0,0) 是 稳定 焦点 . 
注意 ,假若 这 个 方程 是 描述 物体 作 自 由 振动 的 方 律 (7) ,这 时 它 表示 物体 作 昌 出 振动 时 其 振 
幅 和 速度 随时 间 豪 诚 逐 渐 趋 于 静止 状态 . 
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De 


8.2.3 关于 非 线 性 系统 的 线性 化 


考虑 一 般 的 二 维系 统 
dx 
= Plx,y) 
: (12) 
= Q(x,7) 


不 妨 设 原点 0(0,0) 是 (12) 的 奇 点 , 即 P(0,0) = 800,0) =0. 因为 如 果 (x6 ,Yo) 是 (12) 的 一 
个 奇 点 ,只 要 作 变 换 
TT 一 光 十 计 ， Y= YYn 十 下 
就 可 以 把 痛 点 (x%0 ,yo) 移 到 原点 - 
设 P(x,yY) ,Q(x,Y) 在 奇 点 0(0,0) 附 近 连 续 可 微 ,并 可 以 将 (12) 的 右 端 号 战 


oT = ax + hy 十 大人 元 
(13) 
于 = Cx Ft dy + x,y) 


其 中 
a = P00),b = P.O0,0) ,ec = OO.(0,0),d = 0 (0.0) 
我 们 把 二 维 线性 系统 


dx 
= 在 光 十 by 

(14) 
0 er + dy 
Qf 


称 汐 (12) 的 一 次 近似 . 
大 们 自然 会 提出 这 样 的 问题 :在 什么 条 件 下 非 线性 系统 (13) 在 奇 点 0(40,90) 附 近 的 轩 线 分 
布 状态 能 与 其 一 次 近似 系统 (14) 在 0(0,0) 附 近 的 畦 线 分 布 状态 相 一致 ” 这 里 我 们 只 不 加 证 明 
地 介绍 如 下 及 未 ， 
定理 2 对 于 方程 组 (13) ,假设 ptz,7) 及 wzr:7) 满 足 条 件 :p(0,0) =w(t0,0) =0, 并 且 
p(x 及 (x,7) 在 原点 附近 有 二 阶 连 续 仿 导数 . 并 设 
det 站 = |- 0 


忆 
则 当 0(0,0) 是 线性 系统 (14) 的 结 点 、 鞍 点 或 焦点 时 , 非 线性 系统 (13) 与 其 一 次 近似 方程 (14) 
在 000,0) 附 近 的 轨 线 分 布 相 一 致 . 

两 点 补充 说 明 : 

1. 当 0(0,0) 是 (14) 的 中 心 奇 点 时 ,即使 假设 p(x,y) w(x,7Y) 是 +,y 的 解析 函数 , 仍 不 能 保 
证 0(0,0) 是 非 线 性 系统 (13) 的 中 心 奇 点 - 至 于 这 时 0(0,0) 是 中 心 或 焦点 ,虽然 已 有 一 些 判 别 
方法 ,但 尚 有 行进 一 步 研究 . 
"| =0 时 , 称 0(0,0) 是 非 线 性 系统 (12) 的 高 次 育 点 ,这 时 在 其 附近 轨 线 


本 
2， 当 det 由 = 
一 : d| 
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分 布 的 形式 繁多 ,也 需要 深入 分 析 


8.3 做 分 万 程 的 稳定 性 理论 


3.3.1 解决 稳定 性 问题 的 方法 


微小 的 干扰 内 率 对 于 物 古 系 统 运 动 的 影 啊 ,对 不 同 的 运动 起 不 : 尾 的 .对 于 一 些 和 运动 ,这 种 
影 叫 并 不 最善 ,因而 爱 于 扰 的 这 动 与 不 党 | 抗 的 运动 相差 很 小 ;反之 ,对 于 为 外 一 些 运 动 ,干扰 的 
影响 就 可 能 很 显著 ,以 至 于 下 扰 力 无 论 名 么 小 , 受 于 抓 的 运动 与 不 受 十 拢 的 运动 项 肆 叫 间 的 推 黎 
而 可 能 相差 很 大 . 这 就 提出 了 于 扰 对 运动 的 影响 程度 的 研 完 ,从 而 建 并 了 运动 的 秘 定性 是 论 - 也 
雅 普 诺 夫 给 运动 的 稳定 性 以 精确 的 数学 定义 并 系统 地 解决 了 运动 秘 定 性 问题 ,创造 了 解 并 稳定 
性 问题 的 两 种 方法 . 第 一 种 方法 是 才 求 扰动 微分 廊 程 组 的 通 解 或 特 解 ,以 级 煞 形 式 将 医 们 套 达 出 
来 ,最 简单 的 级 数 形式 基 任 意 常数 的 止 整数 于 级 数 ,而 在 该 基础 上 人 研 罕 稳 定性 问题 . 第 二 神 方 法 
刚 不 党 考 虞 扰动 微分 方 鹅 组 的 解 的 级 数 形 式 ,市 仅 供 助 于 一 个 称 为 李 雅 普 庄 夫 洱 数 的 辅助 两 数 
与 扰动 微分 方程 所 计算 出来 的 全 宇 数 的 符号 性 质 米 在 接 推 断 稳定 性 问题 . 亦 称 为 村 菲 普 语 去 日 
接 法 , 以 下 简单 介绍 利用 第 二 种 方法 米 判断 方程 组 的 稳定 性 问题 ， 


8.3.2 平衡 点 
假设 我 们 考 虚 动 思 系统 山下 列 第 分 方程 组 


= g(t,y) (1) 
描述 ,其 中 了 = (7 ,7) eR",g(i,y) 在 区 域 6 =|(i,y)lyeD CR',t 之 1 内 连续 里 满 
足 解 的 存在 哈 -性 条 件 . 
如 上 果 对 于 某 个 弟 数 点 y6。eD' ,有 g(t,yo) =0, 则 称 点 36 征 系统 (51 的 平衡 点 或 平衡 位 中, 且 
称 ? 了 = 是 系统 (1 的 平凡 解 ， 
设 在 := 三 时 记过 初 姑 总 因 的 解 为 
y = hla yo) = put) (2) 
则 我 们 关心 的 是 :在 时 刻 : = 性 过 加 部 域 内 尾 -- 操 上 的 解 扶 记 站) 洒 解 (2) 当主 增加 时 是 耕 还 
广 解 (2) 的 邻 域内 ; 换 包 话说 , 即 是 否 有 ;人 尾 给 >0,5>0, 当 -yo 上 <5 时 ,有 有 y(to ,31) 
-tt) 有 <alt 主 如}. 如 上 果 对 一 切 1 宇 ty 上面 的 不 等 式 拘 成 立 , 则 称 解 y = gp(i) 是 稳定 的 ;否则 称 
其 是 不 稳定 的 . 
为 了 讨论 方便 , 先 作 空 换 , 令 
=- w(t) 
则 下 
=] 人] = f(x) 
显然 有 太 #07) 三 四 , 赤 系 统 (1) 灾 为 


dx 
oe = f(t,x) (3) 
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于 是 可 知 y=wp(i) 是 系统 (1) 的 解 对 应 十 (3) 的 解 . 这 样 ,研究 方程 组 (1) 的 任 一 特 解 3 = gp( 站 的 
稳定 性 问题 中 转化 为 研究 系统 (3) 的 平凡 解 x =0 的 极 定性 后 题 . 


8.3.3 稳定 性 的 定义 


对 于 系统 (3) 的 等 解 的 稳定 性 定义 ,通常 是 措 李 雅 普 庄 夫 意义 下 的 稳定 性 定义 . 假设 系统 
(3) 右 端 鹃 数 满 足 条 件 ; 

01) ft,0) =0, 

(2) 存在 某 个 理 ,使 得 在 Ca = |) 1 工 上 所 下 ,如 ,二 E 到 "| 十 有 连续 的 偏 导 数 . 

在 ft,x)} 的 假设 下 ,x = 人 0 是 系统 3} 的 平凡 解 且 系统 (3) 满 足 解 的 存在 唯一 性 、 延 拓 、 解 对 
参数 的 连续 性 ,可 微 性 等 条 件 . 下 面 给 出 稳定 性 的 定义 . 

定 尽 1 >0,38=8(t ,5) >0O, 苦 当 半 zi < 人 时 ,有 

| 区 人 20) < 全 《和 有 

则 称 方程 组 (3) 的 零 解 是 稳定 的 . 

定 流 2 如 果 方 程 组 (3) 的 零 解 是 稳定 的 , 且 有 这 样 的 和 >0, 使 当 1 mm 1 <5 肝 , 满 足 初 但 
条 件 xtt) =xo 的 解 x(ito xo) , 均 有 Jim zttiovro) =0, 则 称 方 程 组 (3) 的 均 解 是 渐 近 稳定 的 . 

定 光 3 eo >0,Y68>0, 阁 3xo 满足 | x, <5, 且 34t>tho, 有 

| Ci to Xn) | 2 eo 

则 称 方程 组 (3) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 

定 广 4 若 x =0 渐 近 稳 定 , 朋 存在 域 六 , 当 且 公 当 >e D, 时 满足 初 什 条 件 x(i)=xo 的 解 
*( 门 均 有 lim rttiyzo) =0, 则 域 D, 称 为 ( 册 近 ) 稳 定 域 若 稳 定 域 为 全 空间 , 即 5,= + % , 则 称 
零 解 x = 人 0 为 全 局 渐 近 稳定 或 简称 全 局 稳定 . 

定 祥 5 在 定义 上 中 ,车 5 与 的 选取 无 关 , 则 称 零 解 是 一 致 稳定 的 . 


8.3.4 关于 李 雅 普 诺 夫 茵 数 {F 函数 ) 


李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 的 特点 是 不 必 求 出 微分 方程 的 解 ,而 借助 于 构造 一 个 具有 特殊 性 质 的 
函数 ,结合 方程 组 本 身 来 讨论 稳定 性 . 此 函数 即 李 雅 普 诺 夫 申 数 . 

考虑 纯 量 了 敬 数 Vx)(V(t,x)) 满 中 如 下 条 件 ; 

(1) V0) =0 (VU,0) =0); 

(2) 在 定 必 域 

Ds = Ext x <HY {Gr = {t,x) lx ee Dst > to}) 

十 有 定义 .连续 和 有 连结 的 一 阶 筷 导数 ;如 果 要 求全 局 稳定 时 ,只 需要 取 上 下 = + w 有 即 可 . 

下 面 给 出 定 号 丞 数 的 定义 . 

定 光 看 如 果 YyxeBprvi0l , 均 有 FIz) >0, 则 称 V(x) 是 定 正 落 数 ;如 果 一 Vx) 是 定 正 呈 
数 , 则 称 V(x) 是 定 负 落 数 ; 定 正 和 定 负 函数 统称 为 定 号 函数 . 

定义 7 如 果 Yre 了 pi, 均 有 TFIz)sD, 则 称 Y(r) 是 名 正明 数 ; 如 果 -VX) 是 第 正 畏 数 , 则 
称 fx) 是 常 负 酌 数 ; 常 正和 常 负 图 数 统 称 为 常 号 函数 . 

定义 8 称 不 是 党 号 网 困 数 为 变 写 函数 ， 
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定 以 9 设 m(z) 是 定 正 函数 ,在 VUi,Y) 宇 w(xX) , 则 称 Y(tL,x) 是 定 正 阔 数 ;如 果 -V(t,r) 是 
定 正 畏 数 , 则 称 凡 扩 xx) 是 定 负 函数 . 

定 兴 1 在 寻 一 切 人 4Y) Eco 均 有 的 宇 0, 则 称 V(t,x) 是 常 正 饼 笋 ;如 果 一 Vt,xX) 吓 
常 正中 数 , 则 称 F(i,x) 是 常 负 函数 . 

定 号 站 数 的 几何 意义 , 仅 考虑 二 维 空间 中 的 定 正 函数 了 = 
(xs 在 三 维 空间 1f2 xs ,TI 中 ,=TYLaza) 是 一 个 位 
于 坐标 面 Dx yw; 上 方 的 曲面 :在 x? +xi 筷 有 内 它 与 坐标 面 只 有 
在 原点 接触 (图 8 -5), 用 水 平面 YF=e 切割 曲面 了 = 了 (zi， 
xj 当 e 上 是 适当 小 的 正 数 时 , 截 线 是 一 条 团 曲 线 区 x, 和) = 
,其 投影 到 Ox,x, 平面 上 就 是 曲线 了 nn ,xs) =c 由 于 (x ,Xx,) 
连续 可 微 , 且 WV(0,0) =0, 所 以 当权 一 系列 足够 小 的 正 数 时 ， 
Vix ,xs) = 是 包 玫 原点 的 封 闵 曲线 族 . 且 当 c >c >0 时 ,二 
曲线 Vt%) ,x;) =c, 整个 包含 在 闭 曲 线 V(x xz) =ec 之 内 ,内 
为 V(x ,x;) 是 单 值 和 的 ,所 以 这 族 曲 线 不 相交 . 


8.3.5 稳定 性 的 基本 定理 
1. 李 基 普 诺 夫 稳 定性 定理 


考虑 驻 定 系统 
dw 
= f(x) (4) 
直 中 开 ) 在 Ds = fri 上 x 所 和 1 (>0 和 常数) 上 有 有 定 浆 , 且 系 统 {4) 的 解 满足 存在 了 暴 一 性 条 件 ， 
并 是 有 0) = 人 0， 


f/x) = WE ,a 
设 纯 量 函数 V(x) 在 Di 上 有 定 疼 ,连续 且 有 一 阶 连 统 懈 导数 和 玉昌 ) =0. 取 晒 数 V(x) 沿 着 系统 
(4) 的 解 的 全 对 数 为 


dy _ 二 OV dr， ~ oF 
pr py ep > he Xa) = grandVex) : F(x) = w(x) (5) 
:= F : i=| 5 


显然 ,w(x*) 在 D 上 有 定义 、 连 经 是 满足 @(09) =0. 
定理 1 对 于 方程 组 (4) 的 解 x =0, 如 雪人 椰 在 次 X) ,请 足 
C1) V(x) 定 正 ( 定 仙 )， 
{2) 由 (5) 式 定义 的 w(x) 万 0( 220) ， 
则 方程 组 (4) 的 解 x =0 是 稳定 的 . 
定理 2 对 于 方程 组 (4) 的 解 * = 和 ,如 来 大 在 信 X) ,满足 
(1) V(r) 定 正 ( 十 人 负 )， 
(2) 由 (53) 式 定义 的 w(x¥) 征 仙 ( 算 正 )， 
则 系统 (4) 的 解 上 =0 是 汪 近 稳定 的 
2. 李 雅 普 诺 夫 不 稳定 定理 
定理 3 对 于 系统 (4) 的 解 x+=0, 如 果 存 在 V(x), 满 必 
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(1) TY(Cx*) 是 定 号 函数 ， 
(2) 由 (5) 式 定义 的 wtx) 志 0( 30) ,但 在 原点 的 任 一 邹 域 内 至 少 有 一 点 :使 
Vxs) > OF < 0) 
则 称 系 统 (4) 的 解 x = 和 是 不 稳定 的 
定理 4 对 于 系统 (4) 的 解 x* = 人 ,如 果 存 在 Vx) ,满足 
(1) VF=AV+wlx) ,其 中 和 >0 是 常数 ， 
(2) w(xX) 三 0 或 w(x) 常 导 , 生 存在 任意 小 的 x, 使 得 V(x) >0， 
则 称 邓 统 (4) 的 解 了 = 和 是 不 稳定 的 . 
3. 非 驻 定 系统 的 稳定 性 定理 
考 虚 非 驻 定 系统 


dx 
3 = tx) (6) 


其 中 f(t1,x) 在 J。xDs(1,=[t,+%m)) 上 有 定义 .连续 且 满 足 解 的 存在 瞧 一 性 条 件 , 对 一 切 ti， 
有 f(t,0) =0. 

考虑 纯 量 函数 V(t,x) ,使 得 V(i,x) 在 Jo x Da 上 有 定义 、 连 续 和 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 且 对 
一 切 t 宕 4, 均 有 V(t,0) ==0. . 

定理 5 对 于 系统 (6) 的 解 工 =04, 旭 和 且 人 存 在 函数 V(t,x) ,满足 

C1) Vt,x) 定 正 ( 定 负 )， 

(2) YY )》 S00( 0), 
则 系统 (6) 的 解 x =0 是 稳定 的 . 

定理 6 对 于 系统 (6) 的 解 x = 和 ,如 末 存 在 函数 V(t,x) ,满足 

C1) P(t, ) 定 正 ( 定 值 )， 

(2) 当 x 一 0 时 VY(i,x) 一 至 趋 于 零 ， 

(3) V(t,x) 0( 20), 
则 系统 (6) 的 解 x =0 是 一 至 稳定 的 . 


8.4 微分 方程 数值 解 


科学 研究 和 工程 技术 中 的 问题 往往 归结 为 求 某 个 常 微分 方程 的 定 解 问题 . 

常 微分 方程 的 理论 指出 ,很 多 方程 的 定 解 问题 虽然 存在 ,但 在 生产 和 科研 中 所 处 理 的 微分 方 
程 往 往 很 复杂 且 大 多 求 不 出 解析 解 ,因此 稼 求 其 能 箭 足 精度 要 求 的 近似 解 . 

常 微分 方程 的 数值 解法 常用 来 求 近似 解 ,由 于 它 提供 的 算法 能 通过 计算 机 便捷 地 实现 ,因此 
近年 来 得 到 迅速 的 发 展 和 广泛 的 应 用 . 

常 微分 方程 数值 解法 的 特点 是 :对 求解 区 间 进 行 剖 分 ,然后 把 微分 方程 府 戎 成 在 结 点 上 的 近 
似 会 式 或 近似 方程 ,最 后 结合 定 解 条 件 求 出 近似 解 . 


8.4.1 欧 拉 方 法 
考察 一 阶 常 微分 方程 的 初 值 和 阿 题 
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[7 = /x,y) (1) 
(Cx) = Tn (2) 


其 中 函数 六 rr,y) 关 于 Y 满足 利 普 希 蔬 条 件 ,保证 初 值 问题 (1) - (2) 解 的 在 在 且 唯 --. 

此 问题 的 最 简单 而 直观 的 数值 方法 是 欧 拉 方 法 . 欧 拉 方法 在 精度 要 求 不 珊 时 ,不 拓 为 一 种 实 
用 方法 .下 面 导 出 欧 拉 方法 ， 

方程 (1) 中 含有 导数 项 y'(x) ,这 是 微分 方程 的 本 质 特征 ,也 正 是 它 难 以 求解 的 症结 所 在 . 数 
值 解法 的 第 一 步 就 是 没 法 消除 其 导数 项 ,这 项 手续 称 离散 化 . 由 于 差分 是 微分 的 近似 运算 ,实现 
离散 化 的 基本 途径 是 用 差 商 替代 导数 . 璧 如 , 若 在 点 *。 列 出 方程 (1) 

Yr) = Ax, 
Pa 


并 用 差 商 一 一 一 一 -一 一 埠 代 其 中 的 导数 项 y'(x) , 纺 朱 有 


h 
YR) FEL) + RX, YN) ) 
设 用 fxz,) 的 近似 值 y 代入 上 式 右 端 , 记 所 得 结果 为 y,,; ,这 样 导出 的 计算 公式 
a {3) 
就 是 欧 拉 格式 . 若 初 值 ;已 知 , 则 据 (3) 可 逐步 求 出 ,7 ，…. 


8.4.2 梯形 方法 
将 方程 y' =/(x,7y) 的 两 端 从 x, 到 x,, 求 积分 ,得 
a + {fxsy( x) ) ds 


要 通过 这 个 积分 关系 式 得 到 y(%,,,) 的 近似 值 ,只 刻 近 似 地 算出 其 中 的 积分 项 | f(x,y(*))dx 
即 可 ,用 梯形 方法 来 计算 积分 项 ， 
[fy ds = 二 [Resy(m)) tA yr.))] 
将 式 中 的 y(x ) y(x 分 别 用 、y 替代 ,作为 离散 化 的 结果 导出 下 列 计算 格式 
yo = 9 + fs) + fx yo) | (4) 


这 一 差分 格式 称 作 梯 形 格式 . 
欧 拉 方法 是 一 种 显 式 算法 ,其 计算 量 小 ,但 精 江 很 低 ; 梯 形 方 法 虽 提 高 了 精度 ,但 它 蚌 一 种 隐 
式 算 法 ,需要 选 代 求解 ,计算 量 大 . 
综合 使 用 这 丙种 方法 , 先 用 欧 拉 方法 求 得 一 个 初步 的 近似 值 7,,;, 称 之 为 预报 但 ;了 现 报 值 
y, ,| 的 精度 不 高 ,我 们 用 它 代替 (4) 式 右 端 的 7,,, 再 直接 计算 ,得 到 校正 值 y,,. 这 样 建立 的 预报 
- 榜 正 系统 
预报 =) 


校正 yi = 入 + 全 [Key + 大 ss 了 7 


称 作 梯 形 公式 的 预报 - 校正 格式 . 
例 1 用 欧 拉 公式 和 梯形 公式 的 预报 - 校 目 法 计算 


WwwW.I-nobel.comybbs 


38.4 微分 万 程 数 伸 解 ，139 . 


站 =y~- < {0x1) 
y 


y= 1 


的 数值 解 , 取 上 =0.1, 梯 形 公式 只 过 代 一 次 ,并 与 精确 值 比 较 . 方程 的 解析 和 解 为 Y= v1 +2x. 
和 解 ” 欧 拉 公 式 为 


0. 27 
yon 9 0.1 x (7 -2) = 1y,- - 
Wa 用 
Yo 一 1 
梯形 公式 只 校正 一 次 的 格式 为 
旭 . 之 
yt = 1 1y 一 一 一 
2 
7 0.05 x (9, -| 
用 十 上 
=] x 二 0 
结果 列 入 下 表 : 
~ 殉 拉 方 法 精确 值 
1 0 4 
2 6 
3 Le on 
4 ET 
0 reir 
pe a 2 
0 i 
0 2 
0 0 
1 2 051 
8.4.3 龙 格 - 库 塔 方法 
1. 发 格 -- 库 载 方法 的 基本 思想 
ya — F(X,) 2 和 
考察 差 肌 一 一 一 一 一 ,根据 微分 中 值 定 理 , 存 在 点 上 ,< < <%, 4,1: 使 得 
YOR ) — FOX | 
二 
从 而 利用 所 给 方程 y =/ 得 
yx) = YY) + RAE TIED)) (3) 


其 中 的 天 ”= f(tE,Y(E)) , 称 作 区 间 [x, ,x,,,] 上 的 平均 斜率 . 这 样 ,只 要 对 平均 斜率 提供 一 种 算 
法 ,由 (5) 式 便 相 应 地 导出 一 种 计算 格式 . 
考察 欧 拉 方 法 的 公式 
Vor = Ya + hissy 下 二 由 
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人 dl 


它 简 单 地 取 点 x, 的 斜率 什 肯 = 所 x,,y,) 作 为 平均 斜率 太 ” ,精度 自然 很 低 . 
上 青 考察 (4 , 它 小 癌 改 写成 


h 
el 一 了 二 3K he 上 , ) 


Kk, = A(x, ,YY,) 
RK, = Ax, ,7, + 只 下 | 
吕 以 理解 为 : 它 用 与 ,两 个 点 的 斜率 值 天 和 瑟 取 算 术 平 均 作 为 平均 迁 率 尺 ,而 ,外 的 
斜率 值 K; 则 利用 欧 拉 方法 来 预报 . 
这 个 处 理 过 程 启 示 我 们 ,如 果 设 法 在 [x, ,x,,i] 内 多 预报 几 个 点 的 儒 率 慎 , 然 后 将 它们 取 加 
权 平 均 作 为 平均 侨 率 , 则 有 可 能 愧 造 出 具有 高 精度 的 计算 格式 ,这 就 是 龙 格 - 库 塔 方法 的 基本 
忆 想 . 
2,， 二 阶 龙 格 - 库 塔 方法 
考察 区 间 [ x*, ,zj 内 一 点 
Nur = +ph, 0O<pel 
用 x 和 x ,两 个 点 的 斜率 值 K, 和 大 加 权 储 均 得 到 平均 斜率 外” , 即 仿 
YY ， 二 站 十 下 [LTT —- AK, + AK, | 
式 中 的 A 为 待定 系数 , 们 取 天 | = 六 %, ,7,) ,问题 在 于 该 如 何 预 报 *,,, 处 的 斜率 值 天? 先 用 欧 近 
方法 提供 ytxs.,) 的 预报 但 7， 
yup = Fs + PhEK 
然后 用 y, , ,通过 计算 了 产生 人身 率 值 天 = ;7 ,,)- 
这 样 设计 出 的 计算 格式 具有 形式 : 
Yo = ,+ h[(l — ADK + AK,] 
KR = 下 区 yw) (6) 
KR, = Hx, + ph,y, + phK.) 
其 中 会 两 个 待定 参数 Ap ,我 们 适当 选取 这 些 参数 的 值 ,使 得 格式 (6) 具 有 较 高 的 精度 . 
假定 3 =y(x,) ,分 别 将 天 和 天 作 泰 勒 展开 ,有 
三 成 Jo = F(X) 
K, =f(x, sy, + phK,) 
= 大 xy) + ph[lf (x Ys) tH TF (x ) | + OF) 
=》 (x,) + phy’(x,) + OC ) 
代 人 (6) 式 知 
y = yr) + hy Cx) + Aph yy" (x) + Oh) 
和 二 阶 泰勒 展开 式 


站 
(和 二 (十 站 了 【和 + TY (Xn) + 上 (下 ) 


比较 系数 即 可 发 更, 和 欲 使 格式 (6) 的 截断 误差 为 0( 知 ) ,只 要 jp = 
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满足 这 一 条 御 的 一 入 格式 统称 二 阶 龙 格 - 库 洪 格式. 特别 地 , 当 p =1,A = 二 时 , 龙 格 - 岸 湛 
格式 (6) 就 是 梯形 公式 的 预报 - 校正 格式 . 

3、 四 阶 龙 格 - 库 堪 方法 

用 类 似 的 方法 可 以 确定 三 级 和 四 级 龙 格 - 库 堪 方法 的 参数 ,构造 出 三 阶 和 四 阶 的 
龙 格 - 库 塔 方法 . 常用 的 是 四 阶 龙 赂 - 库 塔 方法 ,下 阶 龙 格 - 岸 增 方 法 也 不 止 一 个 ,下 面 给 出 的 
是 最 常用 的 四 阶 经 典 的 龙 格 - 库 塔 公式 ， 


h 
Yl = YY, + 下 K +2, + 2K, + EK,) 


s = fs + 7 y+ FR,) (7) 


KR = fix, + h,y, + hkK,) 
例 2 用 经 典 的 四 阶 龙 格 - 库 诺 法 计算 : 
” Se (Oxe1l) 
y 
yo = 1 
取 步 长 为 0.2, 且 与 淮 确 值 比较 . 


解 ” 由 (7) 得 
| 0.2 
par = Fo + eK, + 2K, + 2Ky + K,) 
之 和 
K, =- Oy 
K 0 1K 2 “et 0 
= 中 二 二 
+}, + DO, 1ik, 
2 x +0.1 
sy +0.1K, 
K a 
引 省 十 证 3 他 + 0., 2K, 
计算 结果 列 人 下 表 : 
和 F(T 
D 1 
0.2 1. 183 229 1. 183 216 
0.4 1. 341 667 1, 341 641 
0.6 1. 483 281 1. 483 240 


1.0 1. 732 142 1. 732 051 


-~ 
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可 见 , 即 使 用 上 =0.2 计算 ,也 比 一 阶 和 二 阶 龙 格 - 库 塔 方 法 精度 高 得 多 . 
8.4.4 一 阶 常 微分 方程 组 和 高 阶 方程 


1, 一 阶 万 程 组 
前 面 研究 了 单个 方程 y' =f 的 差分 方法 ,只 要 把 y 和 理解 为 向 量 , 则 所 提供 的 各 种 算法 即 
可 推广 应 用 到 一 阶 方 程 组 的 情形 . 
对 于 方程 组 
[” = fx,2), F(xo) = yo 
2 
令 = Rh,n=1 2 以 yz 表示 结 点 x, 上 的 近似 解 , 则 其 梯形 公式 的 预报 -校正 格式 其 
有 形式 : 


par = Js。 + hf ,Ys 2 ) 
预报 了 1 
| = Zn + hgt( x, "i, pe 
h _ _ 
了 n+ 二 nr 十 LA, si ,2 + FX 1 +l + 全 1 ) | 
校正 


h ee 
n+1 = 2 + pi "in se 十 BX sh sn+l ) lL 
相应 的 四 汶 龙 格 - 库 塔 格式 为 
天 
Yu 三 yn 十 6 K+ 22K, + 2h, + K,) 
h 
Sul i 言 * + 2L, + 2L, + LL,) 
£, = f(x, ,Yn ” 
L, = Pa | 


h h h 
K, = fx, i + 3 -2 + 3b) 
iL = {x PL + Ka + oh) 
+ 用 2 有 本 1 2 1 
h 天 h 
K, = f(s toy a + = 5, 
h kh h 
ty = {xs + ys + Kss, + Fb 


EK, = f(x sy, + hK, ,2 + hL,) 
L, = g(x ,yy, + hk, ,3, + hL,) 
2. 商 阶 党 位 分 方 行 
高 阶 微分 方程 的 初 值 问 题 ,原由 上 疙 可 以 归结 为 一 阶 方程 组 来 求解 , 以 二 擂 贡 做 分 方程 为 
例 : 
= A Tj Xo 
yxo) = YoY (NX0) = 30 
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则 可 令 z=7y', 化 为 一 阶 方程 组 求解 : 
Y' (x) = 2, YX) 三 Yo No 和 和 
i Ss 2 一 2 


8.5 用 MATLAB 解 微分 万 程 


8.5.1 微分 方程 (组 ) 的 解析 解 


求 微分 方程 (组 ) 的 解析 解 用 函数 dsolve. 
求解 微分 方程 时 ,需要 将 微分 方程 包含 在 dasolve 的 表达 式 中 . 在 表达 微分 方程 时 ,用 字 苹 
D 表示 求 征 分 ,D2 .D3 等 表示 求 高 阶 微分 .任何 D 后 所 跟 的 字母 为 因 变 量 , 自 变量 可 以 报 乍 或 由 


symvar 规则 选 定 为 缺 省 . 例如 .微分 方程 和 =0 应 表达 为 ;D2Y =0. 


下 面 举 几 个 例 于 . 
例 1 求 尘 =1+w 的 通 解 
解 命令 为 :dsolvef{ | K ") 
结果 为 :ans 二 
tan{tt -C1) 
向 2 求 下 列 微 分 方程 的 特 解 ， 


dy ,dy 
C4 -0 
+ 4 297 


yY(0) =0,740) = 15 
解 ” 俞 令 为 :y = dsolve( D2y +4*Dy +29 *y=0',y(0) =0,Dy(0) =15 ,x) 
结果 为 :Yy = 
3 站 Expl -2 wXA)* Sin(tS* Rw) 
例 3 求 下 列 微 分 方程 组 的 通 解 . 
dx 


A 
dy = 4x — SY + 3 
dr - 


字 = dx 一 4Y + 22 


解 ” 命 令 为 : 
[X,Y,2)| -dsolvel DX =2*X—-3#*Y+3* Zz ，Dyr =4*XX-5*Y+3* z ,Dz = 
村 江 一 和 于 42 让 Et; 
x = Simpletx) s 将 x 化 简 
y = Simple(y) 
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Cob et le” 


-tt- Cl -C2 * exp -3*t) +C2 -C3 +C3*exp( 3.t)})* exp(l2wt) 


(Cl x exp( -4d*#t) -Cl -C2 wexp( od*t) -C2 * exp -3 *t) +C2- 
C3 +C3 Fw exp( -3*t)) *exp(l2*t) 
z 二 
f -C1 exp( 一 和 站 二 ) +CL 一 C3+C2 * exp(t -4*t) +C3)*exp(l2*t) 
许 符 号 运算 方面 ,MATLAB 软件 的 功能 不 如 Mathematica 软 性 强 , 在 求 微分 方程 的 解析 和 解 方 
面 就 是 如 此 . 对 某 些微 分 方程 ,用 MATLAB 软件 求 不 出 其 解析 解 ,但 用 Mathematica 软件 可 能 求 
出 . Mathematica 软 位 的 于 法 可 参见 其 用 户 于 册 . 


8.$.2 微分 方程 (组 ) 的 数值 解 


当 难 以 求 得 微分 方程 的 解析 解 时 ,可 以 求 其 数值 解 .MATLAB 中 求 微分 方程 数值 解 的 图 仇 有 
五 个 :eaed5 ,bae23 ,oael13 ,ode1l15s ,ode238 .程序 为 ; 
{t,x] =solver{ £f ,sxD,oDptions】 


solver 取 以 上 五 个 函数 之 一 , 不 同 的 函数 代表 不 同 的 内 部 算法 .其 中 ode23 运 下 一 个 组 
合 的 二 阶 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 格 算法 ,而 ode45 运用 组 合 的 S 阶 正 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 客 算法 ， 


一 般 疹 用 册 数 ode45. 

f 是 由 待 解 方程 写成 的 革 文 件 名 ;ts =[t0,tf],t0 .tf 为 自 变 量 的 初 值 和 终 值 ;x0 为 消 
数 的 初 值 ;optiens 用 于 设 定 误差 限 ( 可 以 缺 省 , 缺 省 时 设 定 为 相对 误差 10” ,绝对 误差 10“)， 
程序 为 : 

OPt1l1ONns -= odeset! reltol ,rt, abstol ,at) 

这 里 rt ,at 分 别 为 设 定 胸 相对 误差 和 绝对 误差 ， 

在 解 4 个 末 知 消 数 的 上 万 程 组 时 ,x,。 和 x 均 为 rn 维 向 量 ,M 文件 中 的 待 解 方程 组 应 以 x 的 分 

下 面 通过 几 个 例子 说 明 ode 函数 的 用 法 . 


dx 2 dx 
加 4 | 1000] -x a 十 区 二 站 
a0) =0 ,x (0) =] 


解 ” 与 所 有 的 微分 方程 数值 解法 一 样 ,高 阶 短 分 方程 式 必须 等 价 地 变换 成 一 阶 币 分 方程 组 . 
对 子 上 述 微 分 方程 ,通过 重新 定义 两 个 新 的 变量 ,来 实现 这 种 变换 . 
令 六 =x ,y= 总 ， 则 微分 方程 变 为 方程 组 : 


y=) 

” = 1000(1 一 所 ?ya 一 入 
7.(0) =0,7,(0) =1 

|. 建立 过 文件 wdpl1000.m 如 下 : 
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function dy =vdpl000(t,y) 

dy = zeros{2,1); 

dy(t1) =y(2); 

dy(2) =1000 * (1 —y(1)"2)*y(2) -y(1); 
2. 取 to0=0,tf -=3000, 输 入 合 令 : 

TT,Y] =odelss( vadp1000 .[D 30001],[2 0]):; 

plot(T,Y(;,1), -); 
得 x 与 1 的 关系 (图 -6). 


500 1000 1500 2000 2500 3000 


图 3-6 


例 S5 解 微分 万 程 组 
y1 = yaya 
yY2 = Yi 
y3 = 0.51y,Y%, 
yt0) =0,700) = 1,7(0) = 1 
解 (]) 建立 MH 文件 rigiqd.m 如 下 : 
function dy =rigid(t,y) 
dy = Zeros(3,1):; 
dy(1) =y(2)*y(3); 
dy(2)= —y(l1)*y(3); 
dvy(3}= _0Q.Sl*y(l}*y(2); 
(2) 取 t0-=0,tf =12 ,输入 伪 令 ; 
[TY] =oae4sf rigiqd , [0 12],[0 1 11]); 
plot{T, YY ,1), TY: 2) TY 3)，+ ) 
得 y .wy, 与 了 的 关系 (图 8 -7 ,其 中 ,y 的 图 形 为 实 线 ; 的 图 形 为 *”*" 线 ;y; 的 图 形 为 
“+ 线 ， 
例 6 求 81 节 例 2: 昌 标 跟 中 问题 的 数 亿 解 ， 
解 《1) 首先 要 将 此 问题 表达 为 等 价 的 一 阶 微分 方程 组 ,现在 建立 此 问题 的 参数 方程 . 
设 在 任意 时 刻 1, 乙 舰 的 坐标 为 {X01) ,了 (#8) ) ,导弹 的 坐标 为 (x(#) ,YL5)). 
1) 设 导 弹 速 度 恒 为 w, 则 
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. 146 ， 
xz” dy = 
车 ) | Gb 
2) 由 于 导弹 水 始终 对 鹤 己 舰 , 故 弹 涉 的 速度 巾 量 和 平行 于 乙 舰 与 导弹 头 位 置 的 差 阿 量 , 妈 : 
dx 
di =- Af ,A>0 (2) 
dy Vg 
ft 
改 囊 
| + = AL(X-4) +(7-y)] (3) 
将 (1) 代 人 (31) ,得 
和 A = 一 一 一 一 一 一 一 一 (4) 
(Xx) + vy) 
将 (4) 代 人 {2 ,得 
dx 2 
汉 = 一 一 一 一 -一 一 (0 ->) 
di A ry) 二 5 
| 本 ) +(Y-r) (5) 
i 
了 (了 -7+) 


VX x) + (YY -y) 
因 乙 舰 以 速度 tw 沿 直线 * =1 运动 , 设 w。=1, 则 w=5. 有 


[ 
a 
= 站 时 , 甲 舰 位 于 原点 , 故 
We = 站 
Y(0) =0 


因此 导弹 运动 轨迹 的 参数 方程 为 ; 
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3 1) 
Oa 

dy 5 (6) 
ee (tt —Y) 


Vl -x) + tt-y) 
x(0) = 0, ry(0) =0 

(2) 和 解 和 导弹 运动 轨迹 的 参数 方程 (6): 
1) 建立 文件 eq2 -m 如 下 ;} 

function dy = eq2{t,y) 

dy = Zerost2,1}; 

dy(1) =5*(1 -y(t1)) /sart((tl -y(t1)) "2+(t -y(2))° 2); 

dy(2) =5*(t -y(2)) /sgrt((1 -y{(1)) "2+(t ~-y(2))°2); 
2) 取 t0=0,tf =2, 建 立 程序 chase2.m 如 下 : 


七 站 二 上 上 2 
[t,y] =oded45( ead2 ,[ to tf],[0 0]}); 
和 5 


y=0 0.01: 2; 
plot(x,y, —) 
hold on 
plot(y(:,1) ,vy(:,2), *') 
运行 chase2 .m, 得 导弹 运动 的 轨迹 (图 8~8) ,图 中 ”*” 线 为 导弹 运动 轨迹 . 


图 -8 图 8-9 


3 ， 
3) 由 图 8 -8 可 以 看 出 ,导弹 大 数 在 (1,0 .2) 处 击 中 乙 舰 ,这 与 8.1 节 例 2 的 结论 [1,34] 近 
似 . 
逐步 修改 chase2 .m 中 的 tf, 直 色 tf =0.21 时 ,得 图 8 -9, 可 看 出 当 i==tf =0.21 时 , 叶 
弹 击 中 乙 舰 ， 
例 7( 慢 跑 者 与 狗 ) 一 个 慢跑 者 在 平面 上 沿 实 圆 以 恒定 的 速率 v= 1 跑步 , 设 椭 贺 方程 为 :x 


- [4 名 ， 
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一 


=10+20cos t,y =20 +15sin t. 突然 有 一 只 狗 玫 击 他 , 这 只 狂 共 原点 出 发 ,以 恒定 速率 ze 跑 向 慢 
跑 者 , 狸 的 运动 方 问 始终 指 癌 福 跑 者 . 分 别 求 出 w=20,w =5 时 和 狗 的 运动 宙 迹 . 


解 (1) 异型 建立 设 时 刻 1 慢 跑 者 的 坐标 为 (XC YC5) 狗 的 坐标 为 45 以 旺 ) 则 
外 =10 +20cos it 7=20+15sin 区 狗 从 (0,0) 出 发 ,与 导 眶 追踪 问题 类 似 , 建 立 独 的 运动 轨迹 的 和 参 
数 方程 : 
dx _ 0 + O008t — x) 
di A10 + 20cost -zz + (20 + lS5sint -7 
dy _ 人 
di w(10 + 20¢ost — x)” + (20 + 1Ssint ~ ¥) 
0) =0, YrY{0) =0 
(2) 模型 求解 
1) w=20 时 


先 建立 人 文件 egq3 .mn 如下; 


function dy = egq3{(t,y) 

dy = Zeros(t2,1): 

Ay(1) =20* (10 +20 x* cos{tt) -vy{1)) /sart{t(1i0 +20* costt) -y(t1l1))°2 
+ (20 +1S* sintt) -vy(2)}°2); 

dy{(2) =20*{20 +15 * sin(t) —y(2)) /qrti((10 +20 *# cos(tt)—-y(l1))°2 
+(20 +15 x sin(t) -vy{2))"2):; 


再 取 t0 =0,tf =10 ,建立 主 程序 chase3 .m 如 下 : 


tO -0,tf =10, 

[t,v|] =oded5{( egq3 ,[t0 tf],[0 01):; 
T=0:0.1:2 *pi: 

X=10 +20*#cos(T); 

Y=20+15#* sin(T): 

plot(X,Y, —) 

hold on 

plot{y(:,1),y(:,2),*) 


在 chase3 .m 中 不 断 修 改 tf 的 值 ,分 唱 皮 Ef =5,2.5,3.5,…, 至 3.15 时 , 狗 刚 好 妃 上 
慢跑 者 .如 图 8 -10 ,椭圆 为 慢跑 背 的 轨迹 *“ 线 为 狗 的 轨迹 . 

2) w=50 

先 建立 M 文件 eq4 ,mn 如下: 


function dy = eq4(t,y) 

dy = zerost2,1); 

Ady(1Y =5* (0 +20 * costt) -yyfL)) /sqrt((10 +20* cos(tt)} -y(t(1))°2 
+r{20 +15* sintt}) ~-y(271° 201; 

dvy(2})}=5# (20 +15 wsin(t) —-y(2)) /sqrt((10 +20 * costt) -vy(1))°2 
+ (C20 +15 # sin(tt)—-y(2))°"°2); 
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图 8=10 


再 取 t0 =0 ,tf =10 ,建立 主 程序 chase4 .m 如 下 ; 
tO =0:tf =10; 
[t,y] =ode45( eq4 ',[ tO tf£],[0 0]); 
T=00 ,112 Di 
X=10 +20 4 cos(T); 
¥=20 +15 sin( 人 rm); 
DiotE(R 
held an 
plot(y(;,1),Y(:,2), *') 
在 chasea .m 中 不 断 修 改 tf 的 值 ,分 别 取 tf =20,40,80,…; 可 以 看 出 , 狗 永 远 轧 不 上 慢 


跑 者 可 图 8—-1] ; 椭 一 为 慢跑 者 的 轨迹 和 Te 线 为 狗 的 轨迹 :有 随 着 时 间 增 加 , 狗 沿 着 一 个 小 椭圆 
奔跑 ,永远 也 追 不 上 人 ， 
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8.6 建 模 案例 :地 中 海 绪 人 鱼 问 题 


意大利 生物 学 家 了 Ancona 由 致力 于 鱼 类 种 群 相互 制约 关系 的 研究 . 从 第 一 次 世界 大 战 期 
间 地 中 海 各 港口 捕获 的 元 种 鱼 类 捕获 量 自 分 比 的 质料 中 ,发现 芍 鱼 等 的 比例 有 明显 增加 ( 见 下 
表 ) ,而 供 其 捕食 的 食用 邹 的 百分比 却 明 显 下 降 . 显然 战争 使 捕 鱼 量 下 降 , 食 用 鱼 增 加, 效 鱼 等 也 
随 之 增加 ,但 为 何 复生 的 比例 大 幅 增 加 呢 ? 


年 人 on on or 


19, 7 

他 无 法 解释 这 个 现象 ,于 是 求助 于 著名 的 意 太 利 数学 家 Y. Yolterra ,和 布 望 能 建立 一 个 
食 饵 -捕食 系统 的 数学 模型 ,定量 地 回答 这 个 问题 . 

Yolterra 模型 食 饵 和 捕食 者 在 时 刻 :的 数量 分 别 记 作 2 ( 引 和 xj( 站 .因为 太 海 中 贤 源 生 

可 
富 , 可 以 假设 如 果 食 饵 独立 生存 则 将 以 增长 率 n 按 指 数 规律 增长 , 即 有 下: = nsi- 捕食 者 的 存在 
使 食 饵 的 增长 率 降 低 , 设 降 低 的 程度 与 撒 售 者 数量 成 正比 ,于 是 xi 以 殷 满 足 方 称 
dx 


TA (1) 


其 中 ,比例 系数 A 反映 情 食 者 掠 取 食 稣 的 能 力 ， 
dx 
捕食 者 离开 食 饵 无 法 生存 , 若 设 它 独 自 存 在 时 死亡 率 为 7， 好 = 一 rx, ;而 食 钮 为 它 提供 


食物 的 作用 相当 于 使 其 死亡 率 降低 ,或 使 之 增长 . 设 这 个 作用 与 食 饵 数量 成 正比 ,于 是 x, tt) 
满足 


dx 
dt 
其 中 ,比例 系数 A, 反映 食 乌 对 桶 食 表 的 供养 能 力 ， 
方程 (1)、(2) 是 在 没有 人 工 捕获 情况 下 自然 环境 中 食 乌 与 撒 食 者 之 间 的 制约 关系 ,是 Volterra 
提出 的 最 简单 的 模型 . 可 以 者 出 这 个 模型 没有 考虑 自身 的 阻 滞 作 用 , 即 未 引 人 Logistie 项 . 
模型 分 析 ”仍然 通过 平衡 点 的 稳定 性 分 和 折 ,研究 x,(t) 和 xt 站 的 变化 规律 . 容易 得 到 方程 
(1) .(2) 的 平衡 点 为 


= x {2) 


P|[ ,i), PC0,0) (3) 


2 AA) 
计算 它们 的 p,a( 见 8.2 节 ) 发 现 , 对 于 Ps,9<0 时 ,Pi 不 稳定 ;对 于 P,,9>0 时 ,处 于 临界 状态 ， 
因此 不 能 用 判断 线性 方程 平衡 点 稳定 性 的 准则 讨论 非 线性 方程 (1).(2) 的 平衡 点 Pu 的 情况 . 下 
面 用 分 析 相 轨 线 的 方法 解决 这 个 问题 ， 
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8.6 建 模 案例 :地中海 种 鱼 问 题 = ls 


为 确定 相 辆 线 , 从 (1)、(2) 中 销 去 由 ,得 
dx XI — ALY ) 


dx xa ~ T 十 真光 


将 张 量 分 离 ,再 积分 得 到 
一 mojnxzi 十 由 下 = filnsx, 一 让 本 直下 
上 式 可 以 改写 成 
: (zze (re ) =¢ (4) 
其 中 ,ec 是 任意 常数 . 为 了 研究 由 (4) 式 确定 的 相 轨 线 的 图 形 , 记 
p(X) = we (5) 
{ry) = re (6) 


利用 数学 分 析 方 法 可 以 作出 mw 和 峭 的 图 形 ( 图 8 -12) ,车 它们 的 极 大 值 分 别 记 作 gp, 和 十, , 则 不 
难 确 定 x ,x; 满足 


PUA) = ps 4 = 一 (7) 


(起) = 如， 开 = 寺 (8) 
显然 仅 当 (4) 式 右 端 常数 c 专 gq, 业 ,。 时 相 轨 线 才 有 意义 ， 
当 c = 时 ,x = 如, = , 特 (7) (8) 与 (3) 式 比较 可 知 (xi ,2) 正 是 平衡 点 疡 ,所 以 疡 
是 相 轨 线 的 退化 点 . 
为 了 考察 c<p。 风 ,时 (ec >0) 轨 线 的 形状 ,首先 设 c=ey, (0 <a<y). 若 令 x，= 双 , 则 由 
(4) 一 {8) 式 可 得 g{x,) =a. 而 从 图 8 -12 知道 , 必 存 在 xi 和 x 使 p(x1) =p(x”) =a, 且 x!< 
x <x”， 于 是 这 条 轨 线 应 通过 9 (x? ,x2) 和 Q5《x’ se ) 点， 


接着 ,分 析 区 间 (xi ,x7) 内 的 任 一 点 .因为 w(x) >a, 代 人 p(x Dx) a 可 类 由 (x ) 
< 让 )=B( < ) ,从 图 8 -12 知道 ,存在 x; 和 xi, 使 光 (x3) =(x2) =B, 且 ;<x < 
*". 于 是 这 条 雪线 又 通过 Co zx) 和 加 (xz 2) 点 (图 8 -13). 注意 到 x 点 基 (xi ,x7) 内 的 任 一 
点 ,立即 可 知 这 条 轨 线 必 是 如 图 8 -13 所 示 的 封闭 轨 线 ,同时 它 绝 不 会 越 出 区 间 [x ,x", ]. 
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一 


这 样 , 对 于 不 同 的 c 什 (0 <c<qiw5) ,方程 (1)、(2) 的 解 (4) 式 确定 的 轴线 是 一 族 以 平衡 点 
户 为 中 心 的 封闭 曲线 , 称 闭 胃 线 族 . 当 c 由 gi, 变 小 时 半 质 线 回 外 扩展 . 


i 


dm 
| er | 
| 
| 
| 

直 一 一 一 
| 
| 
|] 
| 
Ne 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 


图 8 -13 PP 护 和 .条 相 轨 线 图 8-14 财 轨 线 族 及 其 方 右 


闭 轨 线 的 方向 很 容易 确定 . 考察 相 平面 上 被 *, = x 和 x, = x; 两 条 直线 分 成 的 4 个 区 域内 


d a 
人 的 正 负 ， 由 方程 (1) (2) 可 得 如 图 8 -14 所 示 的 结果 ,因而 决定 了 闭 扫 线 如 第 涉 方向 . 


闭 轨 线 对 应 着 方程 的 周期 解 x, (1) .x,(j , 记 周 期 为 
7, 图 8 -15 画 出 了 周期 解 的 示意 图 ,其 增 减 性 是 由 
图 8 -14 闭 轨 线 的 方 癌 决定 的 ， 

可 以 看 出 , 食 钮 x (四 的 变化 比 捕食 者 x,() 提 前 了 局 


1, 2 


] 
—T. 
4 


闭 轨 线 ( 周 期 解 ) 的 存在 说 明 Py (xi ,zy 点 不 是 { 渐 下 和 ~ 
近 ) 稳 定 的 . x,(t) 和 z(t?) 分 别 在 x 和 x 上 下 振动 .我 们 
只 能 用 xs 和 人 (在 一 周期 工商 的 平均 值 作为 食 人 局 和 
捕食 者 数量 的 近似 度量 . 记 这 两 个 平均 值 分 别 为 二 和 图 3-15 
xt. 因为 方程 (2) 可 写作 


As\ x 
所 以 容易 由 此 算出 x,( 示 在 了 内 的 平均 值 (利用 x,( 了) =x,(0)) 
2 
x = Fx) dt 
类 似 地 可 得 = 一 ,于 是 
而 = 入 = 定 一夫 = 车 (9) 


这 表明 食 饪 和 捅 食 者 在 平衡 点 P, 的 值 正好 代表 了 它们 的 (和 平均) 数量. 
模型 解释 (9) 式 表明 , 食 饵 的 数量 取决 于 捕食 者 方程 (2) 中 的 两 个 参数 m 和 %,, 面 捕食 者 
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8.5 建 模 军 例 :地 中 和 用 敬 皇 问 题 . 153 ， 


的 数量 取决 于 食 乌 方程 (1) 中 的 两 个 参数 = 和 A,. 当 食 钵 的 自然 增长 率 " 下 降 时 ,捕食 者 的 数 
量 将 减少 ,这 就 是 说 ,在 弱肉强食 情况 下 降低 弱者 的 繁殖 率 吕 以 使 强 者 减少 . 而 当 捕 食 者 掠 取 食 
饵 的 能 力 A, 提高 时 也 会 使 捕食 者 减少 , 另 一 方面 ,捕食 者 x 
死亡 率 r, 的 下 降 ,或 者 食 饵 对 捕食 者 供养 能 力 4, 的 提高 ， 
都 将 导致 食 己 的 减少 . 
为 了 用 Yolterra 模型 解释 本 节 开 头 提出 的 战争 期 间 邱 
获 量 下 降 对 竹 鱼 { 捕食 者 》 比 对 食用 鱼 { 食 饵 ) 更 有 利 的 问 
题 ,需要 在 上 述 自然 环境 于 所 得 的 结果 的 基础 上 考虑 人 工 
捕获 的 影响 (图 8 一 167). O 
设 表示 捕获 能 力 的 系数 为 ,相当 于 食 钴 的 自然 增长 率 
由 六 降 为 mn -e, 捕 食 者 的 死亡 率 由 7 增 为 r, +e. 用 y(t) 图 8-16 捕获 系数 的 改变 对 食 但 、 
和 Yy,(t) 表 示 这 种 情况 下 食 饵 和 捕食 者 的 数量 ,平衡 点 由 捕食 者 数量 的 影响 
P, 变 为 P;, 可 以 利用 (3) 式 的 结果 得 到 y(t) 和 ,1) 的 平均 值 为 
yi 三 yy 三 全 
战争 期 间 捕获 系数 由 e 下 降 为 6, , 食 乌 z,(1) 和 捕食 者 z,(1) 的 平均 值 为 
T 3 十 € 加 于] = | 


A 


| 
I 
t 
4 
] J 1 


内 为 e: <e,; 所 以 显然 有 

2 Ys 
平衡 点 又 变 为 Pi. 这 就 是 说 ,战争 时 期 捕获 能 力 的 下 降 使 食用 鱼 ( 食 饵 ) 数 量 减少 ,而 小 鱼 ( 捕 食 
者 ) 数 量 增 加 . Volterra 用 他 的 模型 解释 了 D Ancona 提出 的 问题 . 

下 而 针对 一 组 具体 的 数据 用 MATLAB 软件 进行 计算 . 

设 食 儿 和 捕食 者 的 初始 数量 分 别 为 x,(0) =xio ,x2(0) =xao 对 于 数据 rn =1,A, =0.1,r, = 
0.5,A, =0.02,x0 =23 ,Xm =2,t 的 终 值 经 试验 后 确定 为 15 ,以 便于 观察 , 方程 (1)} 和 2) 成 为 以 
下 形式 : 

x = x -0.1x,) 
X x 0.3+0.02x) 
x (0) = 25,x,(0) = 2 
首先 ,建立 MM 文件 shier .nm 如 下: 
function dx = shiertt,¥) 
dx = Zeros(2,1); 
x(t1) =x(1)*(1 -0.l*X(2)); 
dx(2) =x(2) # {0.5+0.02 *#x(1)), 
其 次 , 输 人 以 于 命令 : 
[t,x] =oded45{ shier ,[0 15].[25 21); 
plot(t,x{t:,1), ,t,x(:,2),*) 
Plot(x(:,1),x(:,2)) 
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得 到 数值 解 x,(1) ,x,t1} 的 图 形 ( 图 3--17) ,其 中 必 {9 为 实 线 5( 昌 为 "xx “ 线 . 相 图 (x) ,x,) 如 
图 8 -18 所 示 . 


图 8&8 一 17 加 8 18 


相 图 x,(1) .x,;(t) 是 封闭 曲线 , 且 从 数值 解 可 近似 定 出 周期 为 10.7. x, (由 的 最 大 值 为 99. 3， 
最 小 值 为 2.0;x,(t) 的 最 大 值 为 28.4 ,最 小 值 为 2.0. 求 (9 ab 在 一 个 周期 内 的 平均 值得 元 
=25 ,x, =10, 与 理论 值 相符 . 

考虑 人 工 . 捅 获 时 , 设 表 示 捕 获 能 力 的 系数 为 e, 相 当 于 食 己 的 自然 增长 率 由 r, 降 为 r, -e, 捕 食 者 
的 死亡 率 由 7, 增 为 r, +e. 方程 到 为: 


dx 

a = x ln — 2) — Alx, 
dx 

3 = [~ (rs +e) + 入 2 


全 到 r+ =1,A, =0.1,r,=0.5,A, =0.02,x(0) =25,x, 0) = 了， 
设 战 前 捕获 能 力 系 数 e =0.3 ,战争 中 降 为 e。=0.1, 则 战 彰 与 战争 中 的 模型 分 别 为 : 


dx) dx 
3 = (0.7 -0.1%,) A 0.9 ~ 0.1%,) 
dx, dx, 
FT = xf 0.8 +0.02x) 0.6 +0.02%,) 
wD S25.%(07 > xt0) = 25,x,t0) = 2 
分 别 用 文件 shierl .m 和 shier2 .m 定义 上 述 两 个 方程 ,与 shier .m 类似 .建站 主 程序 


shark1 .m, 来 解 两 个 方程 ,并 画 出 丙种 情况 下 效 鱼 数 在 色 类 总 数 中 所 占 比例 一 7 
sharkl.m 如下: 

[tl,x] =oded5( shierl ,[9 15],[25 21]1); 

[t2 .yy] =oded45( shier2 ,[0 151,[25 21}); 

x1 =Xf: 13x2 = x{.,2): 

X3 =X2 .A + XA2); 

有 

vy3 =Y2 .YL +y2);: 
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plot(tl,x3, -,t2,y3,*') 
运行 sharkl .m, 得 图 8 -19, 其 中 , 实 线 为 战 前 的 浅 鱼 比例 ;" *” 线 为 战争 中 的 雍和 鱼 比 便 . 
可 以 看 出 :战争 中 团 鱼 的 比例 比 战 前 高 ， 


国 8-19 


8.7 习 题 


1. 设 一 容积 为 所 单位 :m ) 的 大 湖 受 到 某 种 物质 的 污染 ,污染 物 均 名 地 分 布 在 湖 中 . 若 愉 革 
时 刻 起 污染 源 被 切断 , 设 湖水 更 新 的 速率 是 r( 单 位 :m7 d). 试 建立 求 污染 物 浓度 下 降 至 原来 的 
5 免 需 要 多 少时 间 的 数学 模型 . 美国 密 西 根 湖 的 容积 为 4 871 x10 上 ,湖水 的 流量 为 
3. 663 959 132 x 10 m xd, 求 污染 中 止 后 ,污染 物 浓度 下 降 到 原来 的 SS 名 所 需要 的 时 间 . 

2. 一 个 痪 葛 中 的 鱼 和 资源 春 不 进行 捕捞 则 按 自 限 规律 增长 , 若 在 渔场 中 由 国定 的 船 队 进 行 连 
续 作 业 ,单位 时 间 的 产量 与 鱼 场 中 鱼 的 数量 成 正比 ,比例 系数 为 试 建 立 描 述 该 渔场 鱼 的 数量 
的 数学 模型 ,并 讨论 如 和 何 控制 于 ,使 渔场 的 旬 资 源 保 持 稳定 . 

3. 医生 给 病人 大 开 处 方 的 时 候 必须 注 明 两 点 :服药 的 剂量 和 服药 的 时 间 间 隔 . 超 齐 晤 的 药品 
会 对 映 体 产生 不 良 后 果 ,甚至 死亡 ,而 剂量 不 足 , 则 不 能 达到 治 病 的 目的 . 已 知 患者 服药 后 ,随时 
辐 推 移 ,药品 在 体内 逐渐 被 吸收 ,发 生生 化 反应 ,也 就 是 体内 药品 的 浓度 之 淅 降低 . 药品 浓度 降低 
的 速度 与 体内 当时 药品 的 浓度 成 正比 . 当 服 药 量 为 a, 服 药 间 隔 为 了 时 , 试 分 析 体 内 药品 浓度 随 
时 间 的 变化 规律 . 

4. 一 个 曝 跑 者 在 平 而 上 沿 着 他 喜欢 的 路 径 跑 步 ,突然 一 只 狗 攻 击 他 ,这 只 狗 以 恒定 速率 跑 向 
慢跑 者 , 狗 的 跑 动 方向 始终 指向 悍 跑 者 ,计算 并 画 出 狗 跑 动 的 轨迹 . 

3， 经 济 学 家 和 社会 学 家 一 直 很 关心 新 产品 的 推销 速度 问题 . 试 建立 一 个 数学 模型 来 描述 
它 , 并 由 此 分 析出 一 些 有 用 的 结果 以 指导 生产 . 

6， 目 前 跳远 的 世界 纪录 是 于 1991 年 由 迈克 ' 鲍威尔 跳出 的 8.95 m, 这 是 运动 员 们 岂 十 年 
不 懈 和 努力 的 结果 .一般 来 说 ,每 次 的 纪录 都 比 上 一 个 纪录 略 有 进步 ,而 在 1968 年 的 墨西哥 奥运 会 
上 , 鲍 伯 ， 比 蒙 却 跳出 了 超出 前 纪录 (8. 35 m) 的 惊人 成 绩 (8. 90 m) , 足 足 多 出 0.55 m, 于 是 人 
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们 不 禁 怀 疑 是 否 有 外 在 因素 帮助 比 绽 创造 了 纪录 ,i968 年 仁 运 会 是 在 海 所 2 600 m 的 盟 西 哥 城 
举行 的 ,很 白 然 人 们 就 想到 这 种 外 在 因素 是 该 地 的 高 海拔 ,认为 稀薄 的 空气 对 运动 员 的 阻 为 很 
小 , 建立 模型 来 论述 这 种 解释 是 否 合 理 . 
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9.1 差分 万 程 社 型 


把 数列 je 中 的 sa 和 前 面 的 w(0s 关 i<a) 关 联 起 来 的 方程 叫做 差分 方程 .差分 方程 也 叫做 
递 推 关 系 . 

例 1 aa =a -na -3a =n 就 是 两 个 车 分 方程 . 数列 中 的 一 些 已 知 数 称 为 梓 始 
值 . 


到 2 | 
和 


其 中 ,| =1 ,0 =2 就 是 初始 便 . 
例 3 汉 诺 塔 问题 :n 个 大 小 不 同 的 贺 盘 依 其 半径 大 小 依次 套 在 桩 A 上 ,大 的 在 下 ,小 的 在 .上 
(图 9 -1). 现 要 将 此 m 个 盘 稀 到 空 柱 站 或 C 上 ,但 要 求 一 次 只 能 移动 一 个 盘 且 移动 过 程 中 ,始终 
保持 大 盘 在 下 ,小 盘 在 上 . 移动 过 程 中 桩 4 也 可 利用 . 设 移动 n 个 盘 的 次 数 为 a., 试 建立 关于 a, 
的 差分 方程 . 


好 | + 媒人。 


解 ” 先 将 4 上 的 nn -1 个 盘 按 题 设 要 求 称 到 CC 上 ,这 需要 移动 <。 ,次 ,再 将 4 上 的 最 大 盘 移 
到 吾 上 ,这 需 移动 一 次 ,最 后 将 5C 上 的 ma -1 个 盘 按 要 求 移 到 吾 上 ,这 又 需 移 动 a.., 次 ,于 是 得 差 
分 方程 : 
六 = 2 十 
al = 1 


图 2=-1 


例 4 设 第 一 月 初 有 上 崔 友 各 一 的 一 对 小 免 . 假定 两 月 后 长 成 成 免 ,同时 (+ 即 第 三 月 ) 开 始 每 
月 初 产 崔 雄 客 一 的 一 对 小 锡 ,新 增 小 锡 也 按 此 规律 繁殖 . 设 第 半月 末 共 有 了 对 侈 于 , 试 建 并 关于 
的 差分 方程 . 
解 ” 因 第 月 未 的 兔 于 包括 两 部 分 ,一 部 分 为 上 月 留 下 的 , 另 一 部 分 为 当月 新 生 的 ,而 由 起 
设 当 月 生 的 小 免 数 等 于 前 月 末 的 倪 数 ,所 以 
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- 158 ， 党 ?3 草 差分 方程 


网 = £1 + hh 
| 
定义 为 韭 波 那 扫 (Fibonacei) 数列 . 

例 5 在 一 个 平面 上 有 个 加 两 两 相交 ,但 任 三 个 加 无 公共 扣 . 设 此 nn 个 图 将 平面 分 为 a 个 
区 域 , 试 建立 关于 a 的 差分 方程 . 

解 ” 前 4x 一 1 个 疾 分 平面 为 &,_| 个 区 域 ,第 n 个 图 与 前 rn--1 个 两 两 相交 , 共 交 2(n 一 1) 个 不 
同 交 点 ,这 些 点 将 第 n 个 图 恰好 分 为 24n -1) 条 弧 ,而 每 条 弧 又 将 所 在 的 原来 的 区 堪 一 分 为 二 ， 
点 加 入 第 n 个 圆 后 新 增 24n 一 1) 个 区 域 ,于 是 ,差分 方程 为 

| 一 在， 十 2 一】 了) 
如 = 了 


9.2 差分 方程 的 解法 


本 节 主 要 介绍 常 系数 线性 差分 方程 的 解法 . 
9.2.1 常 系 数 线 性 齐 次 差分 方程 的 解法 


形 如 
a + bat+har+ +ha, =0 (1 
的 差分 方程 , 称 为 fa, | 的 阶 常 系数 线性 开 次 差分 方程 ,其 中 ,为 肖 数 ,Db 了 0 ,rn 之 方程 
x +bx + +b,= 人 0 {2) 


称 为 差分 方程 (1) 的 特征 方程 ,其 根 称 为 特征 根 . 
例 1 二 阶 常 系数 线性 差分 方程 让 = 下， + 了 了, ,变形 为 ~- 下, -=0, 它 的 特征 方 
程 为 
x -l=0 
三 阶 常 系数 线性 差分 方程 a, + 3a,., +46,.; -2,_.3 = 人 0, 它 的 特征 方程 鸭 
x +3x +4x—-1=0 
定理 1( 单 根 ) 养分 方程 w+ +ba y+ 二 0 =0, 半 的 特征 方程 
x +hx "+… +6b, =0 有 个 相 异 的 特征 根 x) ,x ,x ; 则 =ejx" +exy + 二 Cxr 是 一 个 通 解 ， 
其 中 ,cy ,… ,cy 为 任意 常数 . 上 且 由 一 组 初 值 条 件 
dy = Uys Ql = Wl, 


可 确定 一 个 满足 初 值 条 件 的 特 解 . 


| 


FrF,=F _ I+r,, 
例 2 求 斐 波 那 女 数列 | 本 
的 通 项 . 
解 ” 差 分 方程 的 特征 方程 ; 
x -x-1=0 


竺 征 根 «= 让 与 «= 是 豆 异 的 . 所 以 , 通 解 
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9.2 荐 分 万 程 的 解法 + 159. 
1 


由 初 值 条 忻 局 =1,F, =1, 得 


2 
i 
联 立 解 出 
1 1 
ce, 订 ， 2 和 
收 


9 -5 本 | 


定理 2{ 重 根 } 差分 方程 oe + ba + +ha.,=0,6,¥O 的 特征 方程 
x 二 bx 二 +- + 认 ， =0 的 相 异 特征 根 bE , 重 数 依次 为 Ri Mi + m+ +m, = 
, 则 差分 方程 的 通 解 为 


= > cn x + > cn x 二 “十 Seon 

:=1 :ml /=|1 
例 3 求解 da, =24, 1 - 421 二 3,4…. 和 初 值 a =2,0 =3. 
解 ” 特 征 方程 x* -2x+1 =0. 特征 根 为 x, =x, =1. 因而 通 解 

a =e 1 +e nl” = ec 十 Rs 

将 @ =2,oa = 了 3 了 代 大 , 定 出 ec =c =1, 故 
a 二 1 +n 

例 4 求解 上 = -ai+34， .2+50, +a2e =4;5… 初 值 wa =1.a =0,a =1,a, =2. 
解 特征 方程 x +x -3x -5x -2=0. 特征 根 为 -1, -1, -1,2. 因而 通 解 为 


a = (ctorntern)(-1) +e, :2 
42 — 20 7 10 
民 估 初 值 条 伴 定 出 -7 = 57; 改 
0 。， 
&, = (4 -29n+7nm)(- 1 ty" 2 


定理 3 差分 方程 e, + 站 和 +h0 2 二 二 D0 = 人 0 ,5, 关 0 的 特征 方程 x +bx 十 二 
b; =0 的 特征 根 出 现 一 对 共 罗 复 根 x, =6 +iw,x, = -iw 和 相 异 的 -2 个 根 x; ,x ,… ,zx;; 则 差分 
方程 的 通 解 为 


_ 必 了 0 下 
da, = ep cos ng + ep sin nd + coxy 十 二 


其 中 p= VB +w ,8 =arctan 
例 5 计算 # 阶 行 烈 式 
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+ ]60 + 第 9 章 车 分 方程 
| ] 由 了 0 恬 丑 刷 
] l 1 0 0 0 0 0 0 
U | ] 1 0 性 0 0 ( 0 
妇 n 本 十 是 
0 上 0 0 0 心 1 1 ] 
0 由 说 内 已 0 0 Q | 1 
解 ” 将 &, 控 和 壳 一 列 展开 得 
二 三 | 一 让 {nn 守 3) 
其 中 a, =1,a, =0. 由 特征 方程 * -x+1 =0 解 得 
Ne 1 _3, 
We xz 二 本 了 1 
Y3 
= | 9 = arcten 二 
2 一 + 1 3 
2 
0 LL 
nm 人 ] 3 2 3 
] 
将 @ =1,a: =0 代 人 解 出 上 =les = 一 , 故 
了 ] 和 3 
性 ”二 cos 二 PR 
3 . 厅 3 
9.2.2 常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 的 解法 
定 必 ” 形 如 
a + oa, +ha,s + +bha,, = An) 


(6 ,6 为 常数,b, 0 fn) #0,n 家 ) 

的 差分 方程 为 上 阶 常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 . 

常 系数 线性 非 齐 次 差分 方程 a, + Ba +bya,.s+ +a =A(n) 对 应 的 齐 次 差分 方程 为 
如 + + ba 十 … + ba,_, = 

定理 4 非 齐 次 差分 方程 的 通 解 等 于 对 应 齐 次 差分 方程 的 通 解 加 上 非 齐 次 方程 的 特 解 , 即 

人 ， 一 已。 不 J 

其 中 a 是 对 应 齐 次 差分 方程 的 通 解 ,a, 是 非 齐 次 差分 方程 的 特 解 

如 何 求 非 齐 次 差分 方程 的 特 解 a ,参照 常 微分 非 齐 次 方程 的 解法 . 

例 6 求 非 齐 次 差分 方程 a, -4a,, +4a,; =2" 的 通 解 . 

解 ” 对 应 的 齐 次 方程 的 特征 方程 


站 


n=-il 


xi 一 4 二 4 二 站 
解 得 二 重 根 zx =x; =2, 所 网 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 


由 Lr 此 
如 =r "2 二 
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9.3 郑 分 万 程 的 平 第 点 及 稳定 性 
四 所 给 非 齐 次 差分 方程 的 右 端 ,可 以 设 其 特 解 为 
三 及， n+ 2" 


将 6, 代 和 人 原 方程 解 得 4= 二 , 故 非 齐 次 差分 方程 的 通 解 为 
= 2" 


] 
ce 


例 7 解 具有 初 值 条 件 a。=3 的 差分 方程 
G 十 2 二 下 二 
解 ” 对 应 的 齐 次 差分 方程 的 特征 方程 为 x+2 =0, 其 通 解 a， =A( -2)". 由 所 给 韭 齐 次 差分 


方程 的 右 端 ,可 以 设 其 特 解 为 
=b.n+D 
D = 村, 故 非 齐 次 差分 方程 的 通 解 为 


将 其 代入 原 非 齐 次 差分 方程 中 解 出 B= 二-， 
用 11 


由 初 值 条 件 , 可 以 定 出 4 = 了 
有 些 非 齐 次 差分 方程 还 可 以 化 为 齐 次 差分 方程 求解， 


例 8 求 差 分 方程 a, -2a2,_, =3 的 通 解 . 
解 ” 因 为 a -2a._| =3, 所 以 
di 24.2 = 3 


两 式 相 减 得 0 30,_, +2q,_, =0, 其 特征 方程 为 x -3x+2 =0, 解 得 特征 根 *, =1 :7 =2, 得 通 解 Ue 


cl +cz:* 2" ,将 其 代入 原 差 分 方程 得 c, = -3, 故 最 终 得 a, =c 2" -3 
有 时 差分 方程 的 特 解 还 可 以 由 观察 法 来 得 到 . 


a =2a .1 +] 


例 9 求解 汉 诺 卉 问题 :| 
解 ” 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 为 ay =4 ,2", 观 察 特 解 为 ae. = -1. 因为 初 值 条 件 a,=1, 故 有 


解 4, =2” -1, 
9.3 差分 万 程 的 平衡 点 及 稳定 性 


9.3.1 一 阶 线性 万 程 的 平衡 点 及 稳定 性 
(1) 


一 阶 线性 常 系数 差分 方程 
4] + UX 二 #， 此 = 中 
一 一 , 当 下 一 号 时 ,车 x , 则 平衡 点 x" 是 稳定 的 ,否则 


的 注 衡 点 由 x +ax = 解 得 ,为 x* 
是 不 稳定 的 ， 
容易 看 出 ,可 以 用 变量 代 接 方法 将 方程 (1) 的 平衡 点 的 稳定 性 问题 转换 为 
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”1162 第 ?3 草 春分 方 往 


8 十 GE =0, k=0,1.,2,.- (2) 
的 平衡 点 x”=0 的 稳定 性 问题 . 市 对 于 方程 (2) ,因为 其 解 可 表 为 
x = 
所 以 当 且 仅 当 |a| <1 时 ,方程 (2) 的 平衡 点 (从 而 方程 (1) 的 平衡 点 ) 才 是 稳定 的 . 
对 于 nn 维 向 量 x(K) 和 nxn 肖 数 窍 隆 A4 构成 的 方程 组 


xik+1) +AYik) = 0 (3) 
其 平衡 点 稳定 的 条 件 是 4 的 每 个 特征 根 (i=1,2,…) 均 有 
| < 1 


即 均 在 复 平面 上 的 单位 辐 内 ， 
9.3,2 二 阶 线 性 差分 方程 的 平衡 点 及 稳定 性 
考察 二 阶 线性 差分 方程 


Ka + EX + qx = 0 (4) 
的 平衡 点 (x”=0) 的 稳定 性 . 为 求 (4) 的 通 解 , 写 出 它 的 特征 方程 A + a,A + a,=0, 记 它 的 根 为 
A ,242;(4) 的 通 解 可 表 为 
三 ce AT + cA (3) 
其 中 常数 cl ,ec, 由 初 值 条 件 x,,*, 确定 . 由 (5) 立 有 即 得 到 , 当 且 仪 当 
a, | <1, ja,|l<l 
时 方程 (4) 的 平衡 点 才 是 稳定 的 . 
与 一 阶 线性 方程 一 样 , 非 齐 次 方程 
Kisz 十 Xr 十 人 ax = 6 (6) 
的 平衡 点 的 稳定 性 和 方程 44) 相 同 . 
二 阶 方 程 的 上 述 结 果 可 以 推广 到 = 阶 线性 方程 , 即 稳 定 平衡 的 条 件 是 特征 方程 一 一 n 次 代 
站 方程 的 根 A.(i=1,2,…,n) 均 有 | 和 ,| <1. 考虑 到 高 阶 方程 和 方程 组 的 相互 转化 ,这 个 条 件 与 
方程 (3) 给 出 的 结论 是 完全 一 致 的 . 


9.3.3 一 阶 非 线性 差分 方程 
考察 一 阶 非 线性 差分 方程 


Al = Yi) (7) 
的 平衡 点 的 稳定 性 . 黄平 衡 点 x" 由 代数 方程 x =f(x) 解 出 . 现 分 析 x" 的 稳定 性 ,将 方程 {7) 的 右 
端 在 * "点 作 泰 勒 展 开 , 呈 到 一 次 项 ,(7) 蕊 近似 为 
Ki 二 六 人 和 二 (8) 
(8) 是 (7) 的 近 己 钱 性 方程 ,z* 也 是 (8) 的 平衡 点 . 线性 方程 (8) 的 平衡 点 的 讨论 与 (1) 相同 ,而 当 
fF"x") | 关 1 时 方程 (7) 与 (8) 平 衡 点 的 稳定 性 相同 , 于 是 得 到 : 
当 |f "(x')|<1 时 ,对 于 方程 (7) ,* ”是 稳定 的 ; 
当 |f'(x*)|>1 时 ,对 于 方程 (7) ,x 是 不 稳定 的 . 
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9.4 古村 潜 屋 ; 重 优 捕 鱼 拧 略 - 163 ， 


9.4 建 模 案例 :最 优 捕 鱼 策略 


9.4.1 问题 简介 


生态 学 表明 ,对 可 再 生 资 源 的 开盘 策略 应 在 事先 可 持续 收获 的 前 提 下 追求 最 大 经 济 效 益 . 考 
谍 具 有 4 个 年 龄 组 :1 龄 鱼 ,… ,4 苍 鱼 的 某 种 鱼 , 该 鱼 类 在 每 年 后 4 个 月 季节 性 集中 产 卵 繁殖 . 而 
按 规定 ,捕捞 作业 只 允许 在 前 8 个 月 进行 ,每 年 投 人 的 捕 措 能 力 辕 定 不 变 , 单 位 时 间 捕 措 量 与 各 
年 龄 组 鱼 群 条 数 的 比例 称 为 捕捞 强度 系数 . 使 用 只 能 捕捞 3 了 3.4 龄 鱼 的 13 mm 网 眼 的 拉 网 ,其 两 
个 捕 措 强度 系数 比 为 0. 和 :1. 渔业 上 称 这 种 方式 为 固定 努力 量 捕捞 . 


该 鱼 群 本 身 有 如 下 数据 : 

1]. 各 年 龄 组 鱼 的 自然 死亡 率 为 0. 8(1/ 年 } ,其 平均 质量 分 别 为 5.07,11. 55,17. 86 ,22. 99 
(单位 :g)， 

2. 1 龄 鱼 和 2 龄 鱼 不 产 卵 , 产 见 期 间 ,平均 每 条 4 龄 鱼 产 钱 量 为 1. 109 x 10 (个 ) ,3 龄 鱼 为 
其 一 半 ; 

3， 密 钥 化 的 成 活 率 为 1.22 x10 A(1.22x10 +n}(n 为 产 卵 总 量 )， 

有 如 下 问题 需要 解决 : 


1) 分 析 如 和 何 实现 可 持续 捕获 ( 即 每 年 开始 犹 捞 时 渔场 中 各 年 龄 组 鱼 群 不 变 ) ,并 在 此 前 提 
下 得 到 最 高 收获 量 ; 

2) 合同 要 求 某 渔业 公司 在 5 年 人 台 同 期 满 后 鱼 群 的 生产 能 力 不 能 受到 太 大 的 破坏 ,承包 时 各 
年 龄 组 色 群 数量 为 122 ,29.7,10.1,3.29( x10 条 ) ,在 固定 努力 量 的 捕捞 方式 下 , 问 该 公司 应 采 
取 怎 样 的 捕捞 策略 ,才能 使 总 收获 量 最 高 . 


9.4.2 基本 假设 { 了 略 ] 


下 = (YY 革 区 一 一 鱼 群 数 向 量 . 

na 一 一 单位 时 间 的 目 然 死 声 池 . 

年 存活 率 ,c =1 一 0.8=0.2. 

一 一 单位 时 间 4 龄 色 的 捕捞 强度 系数 . 

6 一 孵化 卵 成 活 率 ,B =1.22 x10"/(1.22 x10' +n). 

m 一 一 4 龄 鱼 的 平均 产 卵 量 ,m 为 1. 109 x105( 个 ) ,3 龄 鱼 为 其 一 半 . 


9.4.3 模型 建立 


这 里 只 讨论 问题 2) , 即 可 持续 捕获 策略 模型 . 以 一 年 为 一 个 离散 化 的 单位 时 间 ， 
记 年 初 鱼 群 为 半 (1) = (X(t X(t 和 (1) (1) ,下 一 年 的 鱼 群 数 为 
X(t+1) = (XE41) Kt) XT) Xt1))" 
显然 ,X(t1+1) 是 XX_,() 到 年 底 存 活 下 来 的 鱼 群 数 (i =1,2,3,i=4 时 {t+1) 中 还 包括 (1) 
中 存活 数 , X41) 指 上 一 年 由 肪 解 化 而 得 到 1 龄 鱼 ), 据 此 可 建立 如 下 差分 方程 : 


Cc 
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。j 64 。 训 9 并 差分 方程 


(t+1)= Bp|¥e — KEN) + mie — RX (CL) 


X(t+1)= eX (tt) 
Xtt+1) = ch,t{t) 
Tt+t1l}= (ch (tte— kX, (i) 
因为 3 龄 鱼 与 4 龄 鱼 捕捞 强度 系数 比 为 0.42:1, 故 有 =0.42k =0.42k, 写 成 矩阵 形式 : 
Xtt+1) = PXI(t) 


其 中 
0 0 3B(e ~ 0.428) mp{e 一 起) 
P=|r 0 0 | 
0 a 0 0 
由 -42 e 一 天 
仔细 考察 矩阵 了, 当 4 龄 鱼 捕捞 强度 系数 上 > 5 = 站 六 =0.476 时 ,不 论 上 一 年 鱼 群 数 和 


如 何 , 下 一 年 的 估 群 将 出 现 负 数 . 这 个 结论 显然 是 庞 刻 的 . 事实 上 ,只 要 3 龄 芋 和 4 髋 鱼 不 窒 同 时 
捕 光 ,下 一 年 4 龄 鱼 存 在 存 洁 ,有 妈 鱼 群 数 不 会 市 现 信 数 . 
造成 这 种 现象 的 原因 是 单位 时 间 离 散 化 程度 不 够 精细 . 假设 单位 时 间 为 一 个 月 ,定义 月 死亡 
率 为 ,月 存活 率 (1 -a) ,月 捕捞 系数 为 上 , 则 年 存活 率 (1 -ae) 应 为 c=0.2, 从 而 得 =0. 1255， 
考虑 一 年 中 各 月 鱼 群 数目 的 分 布 ,不 难得 到 如 下 分 析 : 
一 个 月 实际 存活 府 :(1 -a& 玉 ) 
二 个 月 实际 存活 率 :(1 -0& 一 上 )" 
三 个 月 实际 存活 率 ; (1 -&@ 一) 
和 八 个 月 实际 存活 率 ;(1 -a-k) 
九 个 月 实际 存活 率 :(] -oa-k) (1] 一 a) 
一 年 后 实际 存活 率 : (1 -a-k) (1 -a)” 
同 理 可 得 第 i 月 捕捞 率 :(1] -a 上 ,i=1,2,…,8, 因此 可 得 
一 年 后 3 龄 鱼 实际 存活 数 : (1 -a-) (1 -a) 于 
一 年 后 4 龄 角 实 际 存活 数 :(1 -a-) (1 -a) 攻 ， 
ks[l- (le—k,)] 
+t 并 - 
kK[l— (lok,)’] 
+ k, A, 


因 只 前 八 月 捕捞 ,后 四 月 只 有 日 然 死 亡 . 


该 年 3 龄 鱼 总 捕捞 数 > (1 -a 和) "有 = 


该 年 4 龄 鱼 总 捕 搞 数 > (1 -oa- hk) kX 


间 


该 年 3 龄 鱼 产 卵 总 量 :mm = (1 -a 一)*， 
该 年 4 龄 鱼 产 卵 总 量 :n=m(1 -a -k)% 
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9.5 村 新 165. 
0 0 2 80 ok mB{tl -ok,) 
P= tl 一 a)” 属 心 们 
0 (1 -a)™ 0 0 
0 0 Cl -ol -eh) (1l-a){(l-oae-k)’ 
关于 鱼 群 的 差分 方程 为 ; ee 


和 (t+17 = PX(:) (1) 
为 实现 持续 捕获 (1) 式 ,必须 存在 稳定 解 : 


(lt) = 到 下 (上 
由 差分 方程 稳定 性 理论 知 其 充 要 性 为 :对 吾 的 所 有 特征 口 
根 入 ,, 有 
| 到 


用 Mathematica 软件 包 按 二 述 步 缀 得 最 优 解 如 下 : 
max’: f= 5.943 89 x 10° g = 59 438.91 

最 佳 月 捕捞 强度 系数 :4 龄 角色 = 上 =0.3777 697;3 龄 鱼 太 =0.428 =0.321 95 可 持续 最 佳 捕 获 
下 ,渔场 中 各 年 龄 组 鱼 群 数 : 

大” = (115.222 x 10” 23.044 4 x10” 4.508 88 x 10” 2.21149 x 10') 
这 说 明 该 类 和 鱼 群 不 论 开 始 和 鱼 群 数目 如何, 经 过 一 定时 间 的 持 综 捕获 ,上 总 能 使 熏 群 数目 稳定 下 来 ， 
且 在 这 种 稳定 生长 的 情形 下 ,我 们 可 用 Mathematiea 软件 给 出 捕获 量 了 与 月 捕捞 强度 系数 (4 龄 
色 )& 的 图 形 ( 图 9 -2). 


9.5 过 山 


1. 某 人 上 一 共有 级 台阶 的 楼 梯 . 如 果 规 定 他 每 步 只 能 上 一 级 台阶 或 3 级 台阶 , 问 有 多 少 
种 不 同 的 上 楼 梯 方 法 ? 

2， 只 由 3 个 字母 a,5,c 组 成 的 长 度 为 n 的 一 些 单词 将 在 通信 信道 上 传输 - 传输 中 应 满足 条 
件 :不 得 有 两 个 上 连续 出 现在 尾 一 单词 中 . 确定 通信 和 信 追 允许 传输 的 单间 的 个 数 . 

3. 平面 工 有 zanz2) 个 圆 ,任何 两 个 区 都 相交 但 无 3 个 圆 共 点 . 问 这 闫 个 圆 把 平面 划分 虑 
多 少 个 不 连通 的 区 域 ? 

4. 某 人 有 nn 元 钱 ,他 每 天 买 一 次 物品 ,每 次 买 物 品 的 品种 很 单调 ,或 者 买 一 元 钱 的 甲 物 品 ， 
或 者 买 二 元 钱 的 乙 物 品 , 问 :他 花 完 这 n 元 钱 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

5. 蛛网 模型 :在 自由 贸易 的 集 市 上 有 这 样 的 现象 ;一 个 时 期 由 于 猪肉 的 上 市 量 大 于 需求 , 销 
此 不 畅 导 致 价格 下 降 , 农 民 觉 得 养 猪 赔钱 ,于 是 转 而 经 营 其 他 农 副 产业 ,过 段 时 间 后 猪肉 上 市 时 
大 减 ,供不应求 导致 价格 上 涨 . 原来 的 饲养 户 看 到 有 利 可 图 ,又 重 操 旧 业 , 这 样 下 一 个 时 期 会 重 现 
供 太 于 求 .价格 下 降 的 局 面 . 在 没有 外 界 干预 的 情况 下 ,这 种 现象 将 好 此 短 环 下 去 , 试 解释 . 
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第 10 章 组 合 数 学 


计数 问题 是 组 合 数 学 中 研究 得 最 多 的 内 容 , 它 出 现在 所 有 的 数 党 分 文中 .- 事实 上 ,者 不 多 任 
何 一 门 学 科 都 要 涉及 计数 问题 . 对 于 计算 机 科学 来 说 ,计数 问题 更 具有 特殊 的 意义 . 订 算 机 科学 
需要 研究 算法 ,必须 对 算法 所 需 的 运算 量 和 存储 单元 作出 估计 , 即 算法 需要 的 时 间 复 末 性 和 空间 
复杂 性 分 析 . 在 这 一 章 里 ,我们 先 介 绍 两 个 一 般 性 的 原则 一 一 加 法 原则 和 和 来 法 原则 ,然后 提出 儿 
类 最 基本 的 计数 问题 ,给 出 相应 的 计数 公式 . 


10.1 排列 与 组 合 


10.1.1 两 个 基本 计数 原理 


加 法 原则 与 乘法 原则 是 给 合 数学 中 两 个 最 基本 的 计算 原理 . 

1. 加 法 原则 若 事件 4 有 mm, 种 不 同 的 进行 方式 ,事件 4, 有 m, 种 不 同 的 进行 方式 ,并 且 
4 和 4, 是 互 不 重用 、. 互 不 相交 的 , 则 事件 4, 或 事件 4, 有 m, + ms 种 进行 方式 . 

例如 ,事件 4, = {大 于 0 小于 10 的 偶数 | ,事件 4, = | 大 于 0 小 于 10 的 奇数 | ,事件 14, 或 
4 = 1 大于 小 于 10 的 整数 |. 

用 集合 论 的 语言 可 将 加 法 原则 手 述 成 下 述 定 理 ， 

定理 1 设 4,8 为 有 限 集 ,4mMB= 名 , 则 |AUB|=|A4|+|B|. 

推论 1 设 n 个 有 限 集合 4,,4,,…,4, 满足 4imndi= 妇 (1 二 17 Sn) 则 


U4|= 14 

2. 乘法 原则 若 事件 4, 有 mi 种 不 同 的 进行 方式 , 事 
件 4, 有 ms 种 不 同 的 进行 方式 , 则 进行 事件 4, 接着 进行 事 
件 4: 共有 mms 种 进行 方式 , 4 C 

例 1 设 从 4 到 B 有 3 条 不 同 的 道路 ,从 吝 到 有 2 条 
不 同 的 道路 (图 10 -1), 则 从 4 经 如 到 的 道路 数 为 n= 
3 x2 =6, 

例 2 ” 某 旅 行 社 开辟 从 北京 去 长 白山 和 天 由 2 条 旅游 
线 ,简称 北 线 ; 从 北京 去 西湖 , 黄 钙 , 峨 别 出 3 条 旅游 线 , 简 称 南 线 . 问 该 旅行 社 共有 多 少 条 不 同 旅 
游 路 线 ? 如 某 人 选 定 了 从 北京 去 四 川 , 先 要 在 西安 中 转 ,北京 到 西安 有 3 种 航班 可 选 ,西安 到 四 
川 又 有 2 种 航班 可 选 , 问 共有 多 少 种 不 同 的 航班 配置 方式 ? 

解 ”第 一 个 问题 用 加 法 原则 ,得 到 5 条 旅游 路 线 . 第 二 个 问题 用 乘法 原则 ,共有 6 种 不 同 航 
行 方式 . 

用 集合 论 的 语言 可 将 乘法 原则 叙述 成 下 述 定理 : 


图 10 -i 
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10.1 排列 志 组 侣 167 ， 


定理 2 设 4, 呈 为 有 限 集 . |4|=m,|8|=rn, 则 |4xB|= |4|x|B|=mn. 
推论 2 设 才 ,4,,…,A, 为 5 个 有 限 集合 , 则 
| #4， X 二， XX x A | = |A, | x |A, | x "x [A | 
例 3 从 5 位 先生 ,6 位 女士 .2 位 男孩 和 4 和 位 女孩 中 选取 一 位 先生 .一 世 玄 士 、. 一 位 鼻孔 和 
一 位 女孩 ,共有 5 x6 x2 x4=240 种 选 法 . 


10.1.2 排列 与 组 合 


1. 无 重 集 的 排 烈 数 ”从 xn 个 不 同 元 过 中 , 任 取 ?个 元 率 按 次 序 排 成 一 列 , 称 为 从 nn 个 中 到 
的 一 个 排列 ,其 排列 数 记 为 Pin,7). 
Pln.r) = n(n -li)(n -2):…(n-r+l1) = 


nl 


(nr)1 


最 然 ;:(1) Pln,r) =0 (rr>n); 

(2) Pln,1l) =n 【关节 1) 

(3) 站 元 集合 的 全 排列 Ptrn,a) =n1, 规 定 0! =1. 

例 4 由 数字 1,2.,3,4,5 可 构成 多少 个 数字 二 不 相同 有 旦 1 不 在 首位 的 三 位 数 . 

解 Pl5,3} -Pf4,2) =60 -12=48. 

例 5 将 a,8,c,4d,e,f 进行 排 州 , 问 使 得 字母 5 正好 在 字母 e 的 左 邻 的 排 州 有 多 少 种 ? 

解 ”在 这 些 排列 中 ,将 be 看 必 一 个 整体 , 原 问 题 就 变 成 求 集合 ia,c,be,d, 提 的 全 排列 数 , 革 
有 5! 种 排列 . 

2. 无 重 集 的 组 合 数 ”从 个 椒 同 元 素 中 , 任 取 7 个 元 素 放 在 一 起 ,与 次 序 泡 关 , 称 为 一 个 组 
合 ,其 组 合 数 记 为 Ctn,r}. 
Pin,r) _ ni 


ee 


最 然 有 :(1) Clin,0) =1 ,Cln,n) =1; 
(2) DLRri =0 (rr>n). 
例 6 从 50 名 同学 中 选 3 和 名作 班 委 , 共 有 几 种 选 法 ? 


P(50,3) 
31 


解 C(t50,3) = = 一 30Xx49 xd48 -6 =19 HO0. 


例 7 系 里 欲 将 6 各 保送 研究 生 推 荐 给 3 了 个 单位 ,每 个 单位 2 名 , 问 有 多少 种 方案 ? 
a1 
T2121 21 

3. 元 集 取 > 元 的 圆 排列 从 nn 个 不 同 元 中 取 r 个 半 成 一 圈 , 称 为 r 个 取 7r 的 一 个 国 排 列 ， 
其 排列 数 记 为 上 nr): 


解 有 Ci6.2) xCi4,2) xC(2,2) 9o0. 


k(nr) = He 


这 是 因为 ?个 不 同 线 排列 (一 般 排列 ) ,如 1234…r,234…rl ,345…rl2 ,一 一 对 应 一 个 圆 排列 . 特 
别 季 ,nr 个 元 误 的 圆 排列 数 为 (x -1)1. 
例 8 4 个 女生 ,4 个 男生 力 圆 肯 而 坐 ,男女 相间 ,试问 有 多少 不 同 的 入 座 方 式 ? 
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. 68. 学 10 草 组 合 数 学 


解 ” 先 让 女生 入 座 , 有 kh(4,4) = 和 = 全 =6 种 入座 方式 .再 让 男生 人 座 , 则 第 一 名 男生 


有 4 种 选 择 方式 ,第 一 名 浮生 选 定 后 ,第 二 名 男生 有 3 种 入 座 方 式 , 类 推 . 由 乘法 原理 得 总 入 座 
方式 


3141 = 6 x24 = 144 种 

4. n 元 无 限 集 的 可 重 排 列 设 $ 是 nn 元 的 可 重 集 ,每 元 可 无 限 次 重复 ,3=ij% al， 

ww -| 任 取 7 个 元 的 一 个 有 序 配 置 就 是 一 个 可 重 排列 , 则 辣 重 排列 数 为 
Unr) =n 

例 9 数字 1,2,3,4,5 可 构成 多 少 个 3 维 数 , 且 1 涉 在 衣 位 ， 

解 U5,3) -U4,3) =5 -4 =61. 

5， 有 限 多 重 集 的 排列 设 S=jn en oR i 上 且 n+ + 二 n=7n, 则 有 限 
多 重 集 的 全 排列 数 为 

有 [a 


例 10 ”将 两 面 红 旗 ,三 面 蓝 旗 ,四 面 黄旗 排 成 一 排 , 问 有 老少 种 排污 ? 


种 区 -3 和 
例 11 求 图 10-2 中 从 0 点 到 4 点 的 不 同 路 么 数 . 

蟹 ” 一 条 从 0 到 4 的 路 径 对 应 着 三 个 “1” 和 四 个 “一 "的 
一 个 全 排列 , 且 对 应 是 一 一 对 应 的 ,所 以 从 0 到 4 的 不 同 路 径 


数 为 与 | 中 -35 种 

例 12 将 6 个 瞻 球 ,5 个 红 球 ,4 个 白 球 ,3 个 黄 球 排 成 一 
行 ,要 求 黄 球 不 换 着 , 问 有 多 少 种 排列 方式 ? 

解 ”在 构造 题 设 的 排列 时 , 先 将 红 . 蓝 、 白 三 种 球 进行 全 排 。 
列 , 再 将 3 个 并 建新 人 其 中 SM=16.b,5.74.w), 则 NM 


的 排列 数 为 2 上 47 在 图 10 -3 中 ,每 个 "表示 术 的 全 撞 On 
列 中 的 一 个 元 素 , 共 有 15 个 “*”, 则 可 以 在 16 个 “A" 所 示 位 置 中 选 出 3 个 插入 3 个 黄 球 ,共有 
C(16,3) 种 取 法 , 所 以 ,共有 5 Ss j7“C(16,3) 种 排列 方法 
六 AAAA :rr A 人 AA 16 个 
a 


图 10 -3 


6.a 元 无 限 集 可 重组 合 从 nn 个 不同 元 中 人 允许 无 限 重 复 地 取 rr 个 元 进行 组 合 5S = 
fmram tm" a,| , 称 为 n 污 可 重 ~r 组 合 ,其 组 合 数 为 Ctn+t+r 一 1,7) , 记 为 FP(n,r): 
Finr) = Cin+r—-1,r) 

例 13 ”食品 店 有 三 种 月 饼 , 第 一 种 3 个 ,第 二 ,第 三 种 多 于 5 个 ,如 果 一 盒 交 6 个 ( 盒 内 无 
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10.2 ” 量 淮 原理 与 窜 斥 奈 理 169 ， 


序 ) ,试问 有 多 少 种 沪 法 ? 

解 ” 大 第 一 种 月 饼 也 多 于 5 个, 则 河 题 为 3 元 可 重 -6 组 合 问题 ,其 和 组合 数 

N=C(3+6-1,6) = C(8,6) = 28 

设 N, 代表 第 一 种 月 饼 至 少 装 4 个 的 三 种 月 饼 的 装 法 数 ,这 种 装 法 可 视 为 先 在 第 一 种 月 饼 中 

取 4 个 ,再 在 三 种 月 饼 中 可 重复 地 取 2 个 , 故 mw =C03+2-1,2)=C04,2) =6. 于 是 所 求 数 等 于 
N,-N, =28-6 = 22 

7. $=i% ao + 4,1 的 + 可 重组 合 且 每 一 种 元 至 少 在 其 上 出 现 一 次 的 组 合 数 为 C{r 
-1l,n-1) (r 守 rn ). 

例 14 r 个 相同 的 球 (无 标号 ), 放 入 rn 个 有 区 别 ( 有 标号 ) 的 合 内 ,不 允许 有 空 盒 , 问 有 和 多少 
种 放 法 ? 

解 有 Cr-1a -1) 种 必 法 . 


10.1.3 组 合 和 恒等式 


以 下 组 合 恒等式 在 许多 算法 分 析 中 起 着 重要 的 作用 . 

CY Cn0O + Cin,1) + +C{n,n) =2" 

[23 Cn0) +CEn,2) +Ctn,d) + =C0n,1) + Cn,3) + CCRn,5) + 
(3Y 1 +: Cin,ly +2 Cn,2) + +A Cn,n) =n.2" 

(4) CCD 十 让 人 天) + +C{nk} =Ctntl,k+l) 


(5) > Cn,k) = C2n,n) 


(6) S Cim,i) - Cin,r +i) = Ctm + n,m+r) 


10.2 乌 巢 原理 与 容 斥 原理 


在 求解 计数 问题 时 ,用 间接 计数 的 方法 往往 比 直 接 计数 来 得 容易 ,这 节 将 讨论 计数 时 常用 的 
间接 计数 方法 一 一 驴 骨 原理 与 容 斥 原理 . 


10.2.1 高 晶 原 理 


名 站 原理 又 称 抽 居 原理 ,是 组 全 数学 的 基本 原理 之 一 . 它 是 组 合 论 中 一 些 存 在 性 问题 的 基本 
而 又 有 力 的 工具, 最早 是 犹 利 克 雷 (Dirichlet) 提出 的 . 这 个 原理 指出 “有 n+1 只 蚤 于 尺 进 zi 个 前 
子 策 , 则 至 少 有 一 个 总 子 巢 内 至 少 有 两 只 能 于 ” 

人 馈 1 一 年 365 天 , 今 有 366 入 , 则 其 中 至 少 有 两 人 生日 相同 . 

例 2 30 个 班 ,31 入, 则 至 少 有 两 个 人 在 同一 个 班 . 

例 3 证 明 : 在 边 长 为 2 的 正方 形 内 任意 放置 五 个 点 , 则 其 中 必 有 两 点 ,其 距离 不 超过 wy2. 

证 ”将 此 正方 形 分 为 四 个 相等 的 小 正方 形 ,于 是 将 五 个 点 者 人 天 正方 形 内 等 价 于 将 五 个 点 
放 入 四 个 小 正方 形 内 ,于 是 这 两 点 的 距离 不 会 超过 小 正方 形 的 对 角 线 长 y2. 

例 4 证 明 ; 对 任意 给 定 的 w 个 整数 4 ,6 6, ;, 必 存在 上 和 0 和 Ei 所 0) ,使 得 e+ 
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= Ts 第 如 章 组 阁 数 字 


Ti ET EE — TT TT 一 


az +…+ai 能 被 普 整 除 ， 

证 ” 考 丰 ga +dGo + 二 十 十 一 十 9 ,在 这 些 和 式 呆 有 一 个 能 役 亚 整除 , 风 
结论 成 立 ,否则 这 普 个 和 式 害 详 整 除 后 都 有 一 个 非 零 余 数 , 即 余数 为 1,2,，… 于 -1 中 的 一 个 . 由 
铀 巢 原 理 , 上 有 两 个 和 式 除 以 由 的 作 数 相同 , 襄 这 两 个 和 式 分 别 为 

I +a 十 +a, otot+ +a, kk<} 


其 相同 的 余数 为 +, 即 


让 | 十 在 十 和 十 如 = m+r 
dm+t+r 
ap 为 整数 ,上 两 式 相 减 ,得 
和 十 有 十 二 


即 a ,+02+… + 能 被 mm 整除 . 
1i0.2.2 容 斥 原理 


容 斥 原理 (逐步 淘汰 原理 ) 是 计数 的 一 种 基本 方法 . 这 一 原理 在 概率 论 与 数论 中 常 被 使 用 . 
设 4,8B 为 两 个 集合 , 易 知 万 与 8 的 计 集 4#4UB 的 元 康 个 数 
AUB|I= |4|l+ |BI- am 
将 此 公式 推广 . 
定理 1 设 4 ,#4,,… ,4, 为 有 限 集合 , 则 
[A UAUAU-..UAd,| 


nm 正 


-之 4- 之 > |A.N Al+ > > > ANANAI+ 


i 和 
+ AN NN 
设 4 表示 补 集 ,N 表示 元 崇 的 个 数 , 则 
ANAN NA =AUA UU UA, 
=N- |AUAU-.."UA| 


SN 2 | 站 | + [aANnAl+ 
“+t-1)" ANA NNA,| 
特别 地 ,n=3 时 ,有 
a NA NA|=N -|4|- |41~ |4, 
+ |A mdi+|d NMA +14 MA,| 
-|A NMA, NA, | 
例 5 用 下 面 的 方式 来 漆 十 二 个 球 : 岗 个 球 不 漆 ; 两 个 球 溢 成 红色 ,一 个 球 漆 成 蓝 色 ,一 个 球 
漆 成 往 色 ;两 个 球 漆 成 红色 和 和 赣 色 ,一 个 球 漆 成 红色 和 和 白色 ;三 个 球 漆 成 红色 、 蓝 色 和 日 色 . 问 漂 
有 红色 的 球 有 几 个 ? 没有 妾 颜色 的 球 有 几 个 ? : 
解 ” 分 别 用 a ,a; ,61 来 表示 -个 球 漆 成 红色 , 蓝 色 种 自 色 , 于 是 
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10.2 ” 操 巢 原理 与 窗 斥 原理 + 171. 


N(a) = 8 Niga) = 6 ma = 5 
RGB =5 Naa) =4 (ak =3 GE) = 3 
可 推 得 
Atanmnanmna)=1l2-8-6-5+t5t4+3-3=2 
故 漂 有 红色 的 球 有 83 个 ,没有 涨 颜色 的 球 有 2 个. 
例 56 求 1 到 1000 的 整数 中 ,不 能 被 5.6 和 8 任 一 个 整除 的 数 的 个 数 . 
解 令 


$= 1 ,2 ， ; 1000} 
A4.= its3 有 ii 能 被 5 整除 | 
4,= filieSEHi 能 被 5 整除 | 
4,= I!ilieS 且 i 能 被 8 整除 | 
于 是 有 
_ T1000] _ pa 
14, | = 5 | = 200 1 
_ [10007 _ A 
| ,| = | 厂 | 160 1 
8 
1000 
= = 3 
[A N A, | 5 x 3 个 
1000 
== 一 -一 = 25 个 
4 N41= [ss 1 
1000 1000 
二 = 一 -一 一 一 = 1 个 
人 Te ey [二 
其 中 ,lcm(6,8) 表 示 6 与 8 的 最 小 公 供 数 ,又 
1000 1000 
= 名 个 
Mn ne Li 


AINA NA)= 1s|- lA U A U 4, | 
= 1000 - (200 + 166 + 125) + (33 +25 +41) -8 
= 00 
即 1 到 1000 的 整数 中 不 能 被 5,6,8 任 一 个 整除 的 数 有 600 个 . 
例 7 蘑 学 校 有 12 位 教师 ,已 知 教 数 学 课 的 教师 有 8 位 , 教 物 理 课 的 教师 有 6 位 ,教化 学 课 
的 教师 有 5 位 .其 中 ,有 5 位 教师 兼 教 数 学 和 物理 ,有 4 位 教师 兼 教 数 学 和 化 学 ,有 3 位 教师 兼 
教 物理 和 化 学 ,还 有 3 位 教师 兼 教 这 3 门 课 . 试问 ， 
(1) 教 数理 .化 以 外 的 课 的 教师 有 几 位 ? 
(2) 只 教 数 . 理 . 化 中 的 一 门 课 的 教师 有 几 位 ? 
(3) 正好 教 数 . 理 . 化 中 两 门 课 的 教师 有 几 位 ? 
解 ” 令 12 位 教师 中 教 数 学 课 的 教师 属于 集合 4, , 教 物理 课 的 教师 属于 集合 4, ,教化 学 课 的 
教师 属于 集合 4, , 则 有 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


-人 第 10 章 组 侣 数学 


Ia.|= 8,|1A,|=6,|4,|=5 


3 


4A, M4,|=5 
14, NA,|=4 
a A [二 3 


(1) 不 教 数 学 物理、 化 学 课 的 教师 数目 为 | 4,m4,m4,| =3 
[AN A N AI=12- (4.|+ |4,|+ |4,1) 
t+ CA nAT+t ta Nn As|+ ld NM A,|) 
-|A, NA,NMA,| 
=]2 — (B+6++5)++(5+4+3)-3=2 
(2) 只 教 数 , 理 .化 中 的 一 门 课 的 教师 数目 为 
N(1) = |4, nd N A, 
= |ALi+t |A|+ A | -20|A nA|+ |A NA |+ |4, nN A,|? 
+314 NA, NA,| 
二 {8+ +5) -2 x(5+4+3) +3 x3 =4 
(3) 正好 教 数 . 理 . 化 中 也门 诛 的 教师 数目 为 
NIE2) =(4mada +ldnal+ldnmna -3ldPmnas Na,| 
=53 十 4 十 3 一 3 x3 = 上 


10.2.3 和 勾 排 问题 


问题 1 在 一 次 集会 中 ,大 nn 个 人 寄存 他 们 的 帽子 , 同 有 狼 少 种 交还 他 们 幅 子 的 方式 ,使 温 
有 一 个 人 人 得 到 他 上 自己 的 帽子 ? 

问题 2 有 封 信 和 个 写 好 地 址 的 信封 , 间 没 有 一 封 信 装 人 它 本 上 恒 该 装 人 的 信封 的 方式 
有 密 少 种 ? 


两 个 问题 都 下 归结 为 : 求 1.2,3,… 汉 的 全 排列 ,使 证 有 一 个 数 在 其 目 然 位 置 上 的 排列 个 数 
已 . 


用 


定理 2 对 n 主 1, 有 


上 ] ] 1 
二 1 2 pe Ee 二 人 
已， ni 1 1 + 31 31 + + 【一 上) i 


证 设 $ 为 1,2,-…,n 的 所 有 全 排列 构成 的 集合 ,4, 为 ;在 第 i=1,2,…,n) 位 上 的 1， 
2 ,… ,Rn 的 全 排列 构成 的 集合 , 则 
D, =|A, NA NN A, 
= |SI- |A US 
= 13| =- Ctn,l) lA + Ctn,2) iA NM A,|+ 
+(-1) iA NA NM 站 A | 
=nl Cn)(nol}!l +Ctn,2) nn -2)1+ +(-1)" 
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10.3 母 上浮 数 i 


,1 

lt 21 3 

例 8 有 禁止 模式 的 排列 问题 : 多 重 集合 = 14 .x+,3 ' y,2，z} 的 全 排列 中 不 出 现 xzxx， 
jy,z 的 模式 的 排列 有 多 少 ? 

解 ” 令 S 为 的 全 排列 全 体 , 划 有 |$| = 717, 定义 性 质 集合 P= 1P,,P;,P| ,其 中 ， 


PP :全 排列 中 出 现 xxxx 模式 
P,: 全 排列 中 出 现 yyy 模式 
P;: 全 排列 中 出 现 zz 模式 . 
用 4, 分 别 表 示 $ 中 具有 性 质 P, 的 全 排列 全 体 ( 志 i 和 #2). 4 中 的 全 排列 出 现 模式 为 xxxx， 
将 xxxx 看 作 一 个 字符 , 则 4, 中 的 全 排列 就 是 多 重 集 合 吓 = 14 x,3，y,2 :车 的 全 排列 ,所 网 


=n!|1 NE + (1)" 一 | 


6! 7 8 
4 | = 1 | 42 | = 4 413111 
4 5 61 
4 门 4= T1137 4 站 ,| T13111* | 4 N 4, | = 411111 
3 
[A Mm A, MA,| = Tr 


由 容 斥 原理 知 , 满 足 条 件 的 排列 个 数 为 ， 
{A MAN AT=|S|- (|a4 |+ |4,|+ |4,1|) 


+ {|A. NA,|+ |A4, MA,|+ |A, NM a,|) 


— |A, ma Mm A,| 

总 | 6 71 81 41 51 
二 * : a 31 = 871 
413121 人 


10.3 母 图 数 


母 孙 数 是 组 合 论 中 的 一 个 重要 内 容 , 主 要 思想 是 将 数列 转化 为 联 数 来 讨论 ， 
10.3.1 管 通 母 函数 
1, 下 i 设 上 a ,一 实数 到 , 记 为 1 a.1 ,一 数 


《一 人 十 古寺 
Ux) 收 | 2 n 


称 为 该 数列 的 普通 母 函 数 , 简 称 母 函数 . 
例 1 还 明 一 是 数列 1,1,1,…,1,… 的 母 函 数 


] 
1 — 


同 理 可 证 (1+x) 是 Cn,0) ,CEn,1) ,Ctn,n),"… 的 母 消 数 ,这 是 因为 
(1 +xi} = FCO) 


证 


=] TXT 好 二 | <l. 
可 
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2， 一 些 组 全 问题 的 母 函 数 
加 Fr 一 | 
(1) 个 不 同 元 的 无 限 可 重组 合 ,其 组 合 数 C(n +r- 1,r) -( | ,该 数列 的 母 西数 


为 
E 
(1 x)" 
(2) nn 个 不 同 元 ,人 多 省 重复 度 依 次 为 A ,A 入。 即 SS= 了 A 有 A 有 入 A| ,从 中 到 7 个 
可 重组 合 数 为 a,, 则 a, 的 母 肾 数 为 
(1 tx 《1 二 计生 CE 十 和 二 
例 2 设 有 2 个 红 球 ,3 个 日 球 ,1 个 黑 球 和 1 个 黄 球 , 求 从 这 些 球 中 取出 5 个 的 不 同方 案 数 ? 
解 ” 设 从 所 给 球 中 取出 i 个 的 不 同方 案 为 a,, 则 数列 ja,| 的 三 是 数 


(1 +x+a (Ll +x+r +x )(l 十 区 


(1] +x+x 十 和 


=] + 4x + 8x + + Bx + dx + 
故 取出 5 个 的 不 同方 案 数 为 8. 
例 3 求 用 1 元 和 2 元 的 钞票 支付 & 元 钱 的 个 同方 式 数 ? 
解 ” 设 所 求 方 式 数 为 a,, 则 1a,} 的 母 隙 数 为 
Ix) =(1 rxtx te) 1+ (x) + (Cx) + (Cx) + .| 


-0 ] = 二 | 2 ] ] 


(] _ 4): lx 1+x 


因为 
一 全 2.* ,|x|<1 
两 边 求 导 ,得 
= > nx = > {n+lix 
ftx) = [25 (n Te pe 
_ 2n+3+(-1)", 
-4 
收 


2n+3+(-1)" 
ga -= 并 + J ) 
当 丸 =3 时 ,a;=2, 肥 支付 3 元 钱 有 两 种 方式 . 
当 n=5 时 ,a; =3, 即 交付 5 元 钱 有 二 种 方式 . 
(3) nm 个 不 同 元 ,每 个 元 至 少 取 一 次 的 可 重 了 给 合 数 (r=aa+l,…) 的 母国 数 为 


(0) 


(十 和 二 
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10.3 和 母 冰 数 . 175 。 
{4) 从 a,b 两 个 元 中 允许 恒 复 地 取 7 个 元 ,但 归 求 含 偶 数 个 a, 奇数 个 的 组 合 数 的 酸 函 数 
为 
(x+x +a + +x +X +) = a 
而 
| - a 
Ga 
一 =x(l +2x° +3 + dx + Sx + …) 
《1 -x) 
=x + Dx + Ix + dx + Sx + 
所 
_ r++] 
oi 
10.3.2 指数 型 母 函数 ~ 


定 光 2 设 en :| ,一 实数 询 , 胃 数 x) 三 站 go 十 立 | I te + 和 为 该 数 麟 的 所 
数 型 母 浮 数 , 稍 称 指 母 函数 . 
例 4 从 半 个 和 址 同 元 中 取 个 的 排列 数 PCa,ry 的 指 母 图 数 为 
(1] +x}” = > = > Pla.r) 


r= 


例 5 a 个 不 同 元 的 可 重 7 排列 (r=0,1,…) 的 指 酝 阔 数 为 
(14 训 + 和 4) 2 rm 三 
短 级 数 型 的 母 函 数 适 用 于 处 理 组 合计 数 方面 问题 ,指数 型 母 函 数 适用 于 处 理 排列 计数 方面 
的 问题 . 
例 6 求 1 与 2 沟 出 理 侦 数 次 的 由 1,2,3,4,5 五 个 数字 组 成 的 5 位 数 的 个 数 . 
解 ” 设 满足 条 件 的 5 位 数 的 个 数 为 &., 则 14a,1 的 指 母 国 数 为 


了 2 3 


fx) =(14+ 天 + 下 + (+ 天 + 和 + 


21 41 1! 21 
是 是 
已 人 
_ x 
息 = x+ 
后 两 式 相 加 除 2, 得 
l 本 x oy 
Fe + Be el 
所 以 


Flix) = 了 (er 十 ey) 。 Be 
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EEE ee EE "ETE —— 


= (5 13"+1) 
例 7 有 nm 里 人 造 此 石 排 成 : 行 用 来 制造 项 链 , 今 腹 红 . 黄 . 牙 、. 昕 . 黑 对 其 涂 色 ,每 果 只 涂 其 
中 一 冯 ,如 要 求 红 色 有 人 悄 数 颗 , 问 有 窗 少 种 不同 涂 法 ? 
解 ” 这 是 与 次 序 有 关 的 排列 问题 , 设 有 5, 种 涂 法 ,15,! 的 指 母 隔 数 为 


fx) ={1 t+) Re 


-了 (Ce 十 pe er 


0 n hn EM 
= + 这 ) | 
故 
l 
i 
上 和 + 3 了) 


特别 地 , 当 m* 上 =3 时 ,有 机 =736 和 神 汽 法 . 

下 面 举 一 个 综合 实例 . 

例 8 截断 切割 中 的 最 优 排列 问题 ] 从 一 个 长 方 体 加工 出 一 个 尺寸 与 位 置 预 定 的 长 方 体 
(这 个 长 方 体 的 对 立 表 面 是 平行 的 ) ,通常 要 经 过 六 次 截断 切割 . 设 水 平 切割 单位 面积 的 费用 是 
三 直 切 割 的 上 人 和 倍 , 旦 当先 后 二 次 王 查 切割 的 平面 (不 管 它们 之 间 是 备 穿 播 水 平 切割 ) 不 平行 时 ， 
因 调 整 刀具 需 额 外 费用 上 . 讨论 有 密 少 种 费用 相同 的 切割 方式 . 

DD 设 这 六 个 面 分 别 位 于 左右 .前 .后 .FF .下 ,可 将 它们 相应 编号 为 1.2.3.4.5.6, 这 样 一 个 
切割 方式 就 可 以 表示 为 加 于 面 11.2.3.4.5.6} 的 一 个 排列 ,这 种 排列 的 全 体 记 为 4, 共 有 6! = 
720 种 不 同 切割 方式 . 

二 由 十 机 邻 两 个 平面 的 次 序 人 交换 下 不 影响 总 费用 ,例如 切割 方式 14.1.6.2.5.31 和 切割 方 
式 |1.4.6.2.5.3! ,所 以 ,对 任意 尺寸 和 位 置 的 待 加 工 长 方 体 和 和 成品 长 方 体 , 其 加 工 费 用 都 相等 . 
那么 只 要 考虑 其 中 一 种 切割 方式 就 行 了 . 这 样 需 要 考虑 的 不 同 的 切 制 方 式 的 避 数 就 是 所 有 加 工 
费用 可 能 不 同 的 切割 方式 的 总 数 , 记 为 N, 则 考虑 这 NN 种 切割 方式 的 加 工 费 用 后 ,一定 不 会 泌 挥 
任何 一 种 加 工 费 用 不 同 的 切割 方式 . 

用 有 表示 切割 方式 ,8 = 和 人 凡 其 中 性 表示 第 天 次 切割 的 面 的 编号 ) , 它 反 映 卫 
切割 的 先后 顺序 . 设 


P= i818 中 4 与 1 相 邻 且 4 在 1 前面 | 
0 = 1818 中 5 与 2 相 邻 且 5 在 2 前面 1 
R=1818 中 6 与 3 相 邻 且 5 在 3 前 面 | 
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10.4 党 吕 rr 1 77， 
因 
IP|= 1@1= |RI= Ps 
[Pmol= OPmRI= |PNRIP 
IPNAQNRI=P 
由 容 斥 原 理 有 


Ns<sild4l- [PUQURI 
=Pse — [Pl- |0l- IRIi+ IPN QI+ |IQNRI+IPNRI- IPNQNRI 
一 寸 2 石 
得 到 NN 的 上 因为 426. 
在 给 定 的 一 组 初 目 的 情况 下 , 求 出 了 426 种 各 不 相间 的 加 工 费 用 值 . 说 明 至 少 要 考虑 426 种 
切 制 方式 , 即 N3426, 所 以 让 =426. 
坦 ) 考虑 切割 面 六 离开 相应 边界 面 的 此 离 ,把 它 称 为 切 荐 厚度. 不 失 一 般 性 ,可 以 侦 催 : 
hh (1) 
当 (1) 式 不 成 立时 ,假设 有 <8,, 则 把 左右 次 序 交 摸 一 下 便 可 ,其 余 可 类 伺 处 理 . 在 (1) 式 成 立时 ， 
只 需 考虑 Ps 的 一 个 子 集 , 即 员 考虑 1 在 2 前 .3 在 4 前 .5 在 6 前 的 那些 排 询 ; 该 子 集 的 规模 为 


10.4 习 题 


1. 有 和 多少 个 能 被 3 整除 而 又 不 全 数字 6 的 三 位 数 ? 

2. 今 安 排 7 人 人 入住 某 宾馆 的 5 个 房间 ,每 个 房间 至 少 安排 1 人 ,有 多 少 种 不 同 的 安排 住 窒 
的 方法 ? 

3. 甲 . 乙 两 人 竞选 厂 长 ,甲乙 分 别 得 到 = 张 和 * 张 选票 (a >8), 问 在 操 票 过 程 中 甲 的 得 辕 
恒 领 先 子 乙 的 情形 有 夫 少 种 ? 

4、10 个 节目 中 有 6 个 演唱 4 个 舞 赵 . 今 纺 写 节 目 单 ,要求 任意 两 个 舞蹈 之 间 至 少 有 一 个 演 
唱 , 问 可 编写 出 多 少 种 不 网 的 演出 节目 单 * 

5. 在 宴会 后 ,? 位 男士 检查 他 们 的 帽子 , 问 有 多 少 种 方法 使 得 

(1) 没有 入 接 开 自己 的 帼 了 于? 

(2) 至 少 有 一 个 人 接 到 日 己 的 帽子 ? 

(3) 至 少 两 个 人 接 到 自己 的 帽 于 ? 

6. 求 由 3 只 绿 球 .2 只 红 球 ,2 只 日 球 和 3 只 黄 球 做 成 的 没有 两 个 黄 球 四邻 的 全 排列 的 个 
数 . 

7. 用 m(m 之 2) 种 颜色 去 涂 1 xnaz2) 的 棋 基 ,每 格 许 一 种 颜色 , 相 部 格子 异 色 . 首 来 两 格 
也 异 色 , 求 不 同 的 涂 鱼 方法 数 . 
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第 11 草 最 短路 问题 


11.1 图 论 的 基本 概 心 


11.1,1 图 的 概念 
1. 图 的 定 浆 
定 兴 上 《1 有 序 三 元 组 C = (YY 区) 称 为 一 个 国 . 其 中 : 


中 了 = | om 是 有 穷 非 空 集 , 称 为 项 点 集 ,其 中 的 元 素 叫 做 图 E 的 顶点 . 
已 下 称 为 边 集 , 其 中 有 的 元 聚 叫做 网 G6 的 边 . 


民利 是 从 边 集 无 到 顶点 集 了 中 的 有 序 或 无 序 的 元 素 眉 对 的 集合 的 轴 射 , 称 为 关联 函数 . 


(2) 在 图 & 中 ,与 了 中 的 有 序 偶 (ao 对 应 的 边 e, 称 为 图 的 有 问 边 (或 弧 ) ,而 与 FF 中 顶点 
的 无 序 偶 wz 相对 应 的 边 e, 称 为 图 的 无 向 这 . 每 :人 茶 迪 部 是 无 阿 边 的 图 , 叫 佑 无 向 国 ;每 一 条 边 
都 是 有 身边 的 图 , 称 为 有 向 国 ; 婚 有 无 问 迎 又 有 石 向 边 的 图 称 为 混合 力 . 


(3) 知 将 图 如 的 每 一 条 这 e 各 对 应 一 个 实数 wte) , 则 称 ke 为 该 边 的 权 ,并 称 图 e 为 辐 权 
图. 


规定 用 记 守 vv 和 分别 表示 图 的 质点 数 种 边 数 . 
例 1 设 无 向 图 5 = (CV,E,P) ,其 中 F = | 三 23 ,2 24 := Bi + €2 | ,eu 12s | ,P(e,) = TP, 


Vie) =o 0 ,Pte ) = ,Be,) =u ,Pes = VD. G 的 图 和 解 如 图 111--] 上 所 示 . 
种 用 术语 : 


(1) 端点 相同 的 边 称 为 环 . 
(2) 车 一 对 质点 之 间 有 两 条 以 上 的 边 联 结 , 则 这 些 边 称 为 重 边 . es 
(3) 有 边 联 结 的 两 个 顶点 称 为 相 邻 的 顶点 .有 .个 公共 端点 的 边 称 中 
为 相 邻 的 边 . 。 
(4) 边 和 它 的 端点 称 为 互相 关联 的 . 2 0 
(5) 既 没 有 环 也 没有 重 边 的 图 , 称 为 简单 图 
(6) 任意 两 顶点 都 相 邻 的 简单 图 , 称 为 完备 国 , 记 为 天 ,其 中 为 项 1 -1 
点 的 数 日 . 


C7) 蔡 了 = 光 ULYXPmLY= 好 ,大 中 任 两 项 点 不 相 邻 ,了 中 任 两 顶点 不 相 邻 , 称 Ce 为 二 元 图 ; 居 


下 中 每 一 顶点 芭 与 了 中 一 切 质 点 相 邻 , 称 为 完备 二 元 图 , 记 为 天 ,其 中 庄村 分 别 为 考 与 子 的 顶 
点 数目 . 


2， 顶点 的 次 数 
定 只 2 (1) 在 无 冲 图 中 ,与 厌 点 vv 关联 的 边 的 数 日 ( 环 算 两 深 ) 称 为 v 的 次 数 , 记 为 d(v). 
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11.1 图 论 的 基本 概 意 ,179. 


和 人 2) 在 有 问 图 中 ,从 顶点 z 引出 的 边 的 数 日 称 为 z 的 出 度 , 沁 为 dd (0), 从 柄 感 5 引入 的 边 的 
数目 称 为 # 的 入 厦 , 记 为 d (52), dtv) =d (5) +Q {wv) 称 为 v 的 次 数 . 


定理 1 > de) = 2e(0). 
ET 


这 是 很 显然 的 ,因为 每 出 现 -- 条 边 ,顶点 的 总 次 数 就 增加 2. 

推论 1 任何 图 中 奇 次 顶点 的 总 数 必 为 偶数 ， 

3， 子 图 

定义 3 设 图 G=(V,E,) ,G0 = {VE ,YP,), 

(1) 若 VCF,E,CE, 且 当 eeE, 时 ,名 (ee) = (2), 则 称 C, 是 6 的 子 图 .特别 地 , 若 册 = 
出 G&G 称 为 6 的 生成 子 图 . 

(2) 设 人 EV, 且 了 关 侯 ,以 入 为 顶点 集 、 两 个 端点 部 在 凡 中 的 图 e 的 过 为 边 集 的 图 和 的 
子 图 , 称 为 的 由 六 导出 的 子 图 , 记 为 GLVY,]. 

C3) 设 到 CE, 且 Ei 关 如 ,以 ,为 边 集 ,E, 的 端点 集 为 顶点 集 的 图 6 的 子 图 , 称 为 6 的 由 
,导出 的 子 图 , 沁 为 GLE,]. 

例 2 在 图 6 中 ,由 顶点 集 |w oo 导出 的 子 图 为 EL ao ] ,出 边 乐 1e,,e, ,ei1 导 出 
的 子 图 海 C[ ie ,er,8y1], 见 图 11 一 2 


可 
人 2495 [el e831] 


图 11 -2 


11.1.2 图 的 矩阵 表示 


本 节 均 假设 图 为 简单 图 . 
1， 关联 矩阵 
对 无 向 图 e, 其 关联 第 阵 时 = (mm 其中: 
-人 大 5 与 e 相 关联 
| 0， 车 sw 与 e, 木 关联 
对 有 向 网 ,其 关联 上 再 阵 晶 = (ms ,其 中 : 
1 ， 老 忆 是 e 的 起 点 
局 车 vt 是 e 的 终点 
0 ， 大 1 已 8 小 关联 


“18 避 。 


2， 邻接 矩阵 
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第 11 章 晤 短路 问题 


对 无 向 图 C, 其 邻接 矩阵 4 = (C6,),, ,其 中 ;: 


1 ， 
仔 ， 三 


-人 


石 了 
三 |- 
有 有 1 


与 六 相 邻 
与 不 由 邻 


对 有 同 图 G = 《V,E) ,其 邻接 和 矩阵 有 = (a),.,; 其 中 ， 


1 ， 
oi 三 lo 


Hv) EE 
行 (p, 1) EE 


对 有 和 癌 赋 权 图 6 ,其 邻接 矩阵 丰 = 《wy),,, ;其 中 : 


WwW;， 
&i 三 lo 
dn 


无 同 赋 权 图 的 分 接 和 矩阵 可 类 似 定 六. 


vb) e EE,H w, 为 其 权 
厂 i =] 
(vt) EE 


对 图 11 -3 中 的 蜀 ,其 关联 年 阵 和 邻接 矩阵 分 大 为: 


e £1 Ee 

1 D 0 
M=|-1 i 0 
0 — ] 

— 1] 1 


_ 名 
De 


图 11 -3 


对 图 11 -4 中 的 有 癌 赋 权 图 ,其 邻接 逮 阵 为 :4 = 


ee, es | 了 
0 一 2 局 ] 
-1 0 ls, 有 =I0 0 
1 0 0 1 
0 1 1 0 


4 3 
图 11 -4 
v by 
0 2 om oe 
mw 心 0 3 
oe 从 们 oe 
7 2 | 0 
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11.2 最 短 铬 问题 太 其 算法 " 181 。 


CG 


11.2 最 短路 问题 及 其 算法 


1t.2.1 基本 概念 


定 尽 1 在 无 问 图 G6=(V,E, 业 ) 中 : 
(1) 顶点 与 边 相 互 竟 错 有 更 (e) =5,.12,(i=1,2,-…, 上 的 有 限 非 空 序列 w = (voeivies*… 
2 ex 称 为 一 条 从 mm 到 六 的 通路 , 记 为 丈 ，. 
(2) 边 不 重复 但 顶点 可 重复 的 通路 称 为 道路 , 记 为 了 , 
(3) 边 与 顶点 均 不 重复 的 通路 称 为 路 径 , 记 为 P， 
定义 2 (1) 任意 两 点 均 有 踏 征 的 图 称 为 连通 图 . 
(2) 起 点 与 终点 重合 的 路 径 称 为 图 ， 
(3) 连通 而 无 圈 的 图 称 方 树 ， 
如 福 图 11 -5 中 ,通路 腥 , ，= 芭 人 4 雪 estei 人 et 
道 踏 并 。 
路 径 P,。 
半 we,v, eb, et 


定义 3 (1) 设 P(w,v) 是 赋 权 图 6G 中 从 5 到 4z 的 路 径 , 则 称 w{P) = >，w(le) 为 路 径 P 


ta Et 
的 四. 
《2) 在 赋 权 图 6 中 ,从 克 点 4& 到 项 点 + 的 有 共有 最 小 权 的 路 P (wu,) , 称 为 4 到 + 的 最 短路 . 


11.2.2 固定 起 点 的 最 短路 


最 短路 有 一 个 重要 而 明显 的 性 质 : 最 得 路 是 一 条 路 径 , 呈 最 短路 的 任 一 般 也 是 最 短路 . 假设 
在 xs -t 的 最 短路 中 只 取 一 条 , 则 从 uo 到 其 全 项 点 的 最 短路 将 构成 一 棵 以 ww 为 根 的 树 . 固 世 可 采 有 珊 
树 生 长 的 过 程 来 求 指定 顶点 到 其 余 顶 点 的 最 短 踏 . 实现 这 一 过 程 的 方法 是 Dijkstra 算法 . 

设 f 为 髓 权 有 疝 图 或 无 回 图 ,C 边 上 的 权 均 非 俩 . 

Dijkstra 算法 : 求 6 中 从 顶点 到 其 余 项 点 的 最 短路 . 

:具有 永久 标号 的 项 点 集 . 

对 每 个 顶点 , 定 交 两 个 标记 (ztv)) ,其 中 ; 

上 2) :表示 从 巴 反 am 到 4 的 一 条 路 的 权 . 

zt9) :9 的 父亲 点 ,用 以 确定 最 短路 的 踏 线 ， 

算法 的 过 各 就 是 在 每 一 步 改 进 这 两 个 标记 ,使 最 终 (5) 为 从 顶点 出 到， 的 最 短路 的 权 . 输 
人 为 带 权 邻 找 埠 阵 但 - 

(1 ) 晤 初 值 :全 5 = | 加 = 人 YaegS=TAS, 念 fo) = Wm bo) ste) 三 En 1 tip 

(2) 更 新 15) ,zt(v):YveS=VS, 荐 16) >1w) + 了 于 (wv) , 则 令 

lo) = un) + Wusv), stv)} = u 
《3) 设 v' 是 使 Iz) 取 最 小 值 的 5 中 的 顶点 , 则 令 $5=SU|o | ace 


£1 


= He ves ta 


疼 11 -5 
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0 这 11 章 最 短 较 问题 


4) 三 3 关 好 ,和 转 (2) ;否则 ,停止 . 

用 工 述 算法 求 是 的 tv) 就 是 wu 到 5 的 最 短路 的 权 , 从 4# 的 父亲 点 标记 zt#) 追 溯 到 uw,， 就 得 
到 ww 到 5 的 最 得 路 的 路 线 . 

例 1 求 图 11~6 中 从 醒 点 到 其 余 顶 点 的 最 短 赚 . 


医 11 -8 
解 ” 先 写 出 融 权 邻接 契 阵 : 
0 2 1 8 % Ww 
dd ww 6 |] om mm 
0 7 om mo 3 ww 
WW - 0 3 ] 2 名 
D 3 om 己 
UY 4 6 
D0 3 
刷 
国 上 上 是 无 器 图 , 卜 镀 是 对 称 短 阵 . 
Dijkstra 的 算法 步骤 如 下 : 
送 代 a 一 
体 数 [ UL, | HL 于 Ww 以。 1 4 
] 0 人 oo mm on op oo 
了 2 | 名 om om om 
Fe 8 二 om 10 ob 
| 10 » 
8 日 10 12 
折 了 10 12 
7 9 2 
8 
最 后 标 扎 : 0 六 ] 了 3 后 9 1 六 


四 
工人 


从 第 二 个 标记 zz 向 前 追 剖 , 即 得 以 加 为 根 的 树 ( 图 1 一 7 了) 
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11.2 最 短跑 问题 太 其 算法 "1683: 


图 全 -了 


用 MATLASB 编程 Yoaal .m 如 下 : 


w=|0 2 1 8 inf inf inf inf: 
2 0 inf & 1 inft 1int inf,; 

1 1inf 0 3 1nf intf 9 1int,; 

a 6 7 0 5 1 2 1int, 
nt 1 nt 5 用 总 NIT 量 
inf inf inf 1 3 0 4 6 
‘inf In 3 2 ni 4 0 3; 
inf inf inf inf 9 6 3 0| 
n=sSsize{tw,l1); 

wl = 让: 


foDr 工 =1 7 
1(i) =wlti); 


zZ{i}=1,， 
= 
s=[]; 
st1) = 二 史 | 
UU=sS(1); 
k=1 
1 
2 


while k<n 
for 工 = : n 
for j -=13: K 
ifEi-~-=sf) 
if 1(i)>1(u) +w(lu,i) 
li) =1{u) dm hi 
Z(tli)=u; 


= 
马刀 总 
| 
全 也 总 
吕 
上 由 守 
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. 184 . 第 11 章 最 短路 问题 


i Em 
11{iy =11(i); 
全 上 号 局 
Ll 
马刀 以 
它们 量 
已 也 总 


J = Ts 
Por 工时 小 守 和 
if 11(iy<=< ly 


lwv=11l1{(1i1); 
VW=1; 
= 
忆 了 n 且 
lv; 
wr 
二 (长 +1) SV 
Kk =k+1,， 
UL 二 号 (其 ); 
=| 
1 
Z 


运行 roadl ,得 : 
三 六 2 J i 了 厂 名 12 
己 一 ] 1 加 0 此 


11.2.3 每 对 顶点 之 间 的 最 短路 


求 每 对 顶点 之 避 最 短路 的 算法 是 Floyd 算法 . 

1. 算法 的 基本 思想 

直接 在 图 的 带 权 邻接 矩阵 中 用 播 人 质点 的 方法 依次 构造 出 个 乍 阵 五 ”了 、…、.D"” ,使 
最 后 得 到 的 矩阵 了 ”成 为 图 的 距离 矩阵 ,同时 也 求 出 擂 和 点 矩阵 以 便 得 到 两 点 加 的 最 短路 径 ， 

2, 算法 原理 

(1) 求 趾 离 捧 阵 的 方法 

把 带 权 邻接 第 阵 多 作为 距离 矩阵 的 初 值 , 即 五 ”= {ad ) ,= W. 

D DD -0 ,其 中 an =minlde do rdol ,dh 是 从 5 到 名 的 只 允许 以 w 作为 中 
闻 点 的 路 径 中 最 短路 的 长 度 ， 

DD = y,,.,, 其 中 ds = min|d, ,d+ di ,d, "是 从 5 到 的 只 允许 以 刀 ,v0; 作 为 
中 间 点 的 路 径 中 最 短路 的 长 度 . 

2 及” = (ax 其 中 d,” = minlea ,de +d 1} ,2 是 从 gv 到 5 的 只 人 驳 许 以 vv、 
2, 作为 中 则 点 的 路 径 中 最 短路 的 长 度 . 即 是 从 了 到 二 中 间 可 桂 入 任何 硕 操 的 路 征 中 最 起 路 
的 长 度 , 因 此 Dp'” 即 是 四 离 矩 阵 . 
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11.2 蚊 壹 路 问题 名 其 算法 “ 485 


— TT Ed 


(2) 求 路 径 官 阵 的 方法 
在 建立 距离 第 阵 的 同时 可 建立 路 径 矩 阵 尼 ,及 = (7,) ,ws ;的 含义 是 从 4 到 5 的 最 短路 村 经 
过 点 号 为 1 的 点 ， 


Re = Cross rt = 
每 求 得 一 个 DP'" 时, 按 下 列 方式 产生 相应 的 新 的 R': 
H 


即 当 vw, 被 插入 和 任何 两 点 间 的 最 短路 径 时 ,被 记录 在 RR” 中 ,依次 求 D'* 时 求 得 R”, 可 由 R“ 来 
查找 任何 点 对 之 间 最 短路 的 路 径 . 

(3) 查找 最短 路 路 径 的 方法 

苦 关 ”= 站 , 则 点 让 是 点 ;到 点 六 的 最 短路 的 中 间 点 ,然后 用 同样 的 方法 再 分 头 查找 . 若 : 

中 向 点 :追溯 得 : mr =pyy7y =pas sr =p 

加 向 点 j 追 漳 得 ; r= gr = qr =j 
则 由 点 到 j 的 最 短路 的 路 径 为 ;ip,,… ,pz Pi ,1 0 ms 


3. 算法 步 村 

Floyd 算法 : 求 任 意 两 点 间 的 最 短路 . 

D(i,7) :让 天 j 的 距 郊 . 

R(i,) :i 到 j 之 间 的 插入 点 . 

输入 带 权 邻接 矩阵 琴 ， 

《1) 赋 初 值 :对 所 有 i di 了 wT 7 ,kl1. 

(2) 更 新 47 ， ri :对 所 有 ij, 若 d(i,k) + dK) < 
dr ,WW 


de) dR) + dk , ri ok 


(3) 若 =v, 停 止 ;否则 上 +1, 转 {2). 图 11 -8 
例 2 求 图 11-8 中 加 梳 图 的 任意 商 点 间 的 此 离 与 路 径 . 
解 
心 y 操 3 0 1 2 3 4 5 
9 0 2 wm 7 | 2 3 4 5 
po- 2 0 2 4 RY =|] 2» 3 45 
3 wm 2 0 am 1 2 3 45 
® 7 4 = 0 1 2 3 4 5 
搬入 ,得 : 
0 9 wm 3 %w 1] 2 3 4 5 
9 0 2 12 7 1! 23 1 5 
Ds | 2 0 7 4 RD -|123 4 5 
3 om 2 0 = 1 1 3 4 5 
Se | 2 345 
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-856 。 第 11 章 最 家 路 问题 


jd ro 一 


一 


矩阵 中 带 ″ “的 项 为 经 迭代 比较 以 后 有 变化 的 元 素 , 即 需 引 和 中间 点 mw, 从 而 及 中 相应 的 位 
置 摸 为 1 


插入 tb , 符 : 
0 9 11 3 16 
9 0 2 12 7 | 2 3 1 5 
pi = ll 2 D 2 二 Pt21 = 73 2 3 4 5 
3 12 2 0 了 ] 1 3 4 2 
16 7 4 19 0 -= 
二 i 7 2 3 2 5 
插入 vt, 得 : 

0 9 11 3 15 i 2 2 4 3 

9 0 2 4 6 1 2 3 3 3 

DY =|I1ll 2 0 2 41|， RY 7 3 3 4 5 

3 4 0 0 1 3 3 4 3 

15 6 4 0 0 43 3 3 3 5 

插 上 大权 ,得 : 

0 7 5 3 9 | 4 4 4 4 

7 0 2 4 6 4 2 3 3 3 

DpD?=|s 2 0 2 4|, RR 4 2 3 4 5 

4 4 2 0 6&6 1 3 3 4 3 

9 56 4 6 0 4 3 3 3 5 

Dp'” - 万 ， 不 全 到 RR 


从 BD69 中 得 各 顶点 间 的 最 短路 ,从 Re 中 可 追 湖 出 最 短路 的 路 径 . 例如 ,从 D”' 中 得 dl? = 


9 , 故 从 5, 到 vw 的 最 短路 为 9. 从 届 宁 中 得 r =4. 由 向 同人 扎 潮 :mr =3,r9 =3; 由 纪 向 s， 追 
漳 ;r = 】. 所 以 从 bs 到 1 的 最 短路 径 为 ; 


SS- 一 3 一 才 一 1 


对 本 问题 ,用 MaTLaAB 编程 road2 .和 floya.m 如 下 .其 中 主 程序 为 roaa2 .m. 


省 工 怠 站 总 2 -和 

二 | 站 nf 3 int9 0 2 1nft "7: 
inf 2 0 2 4;3 inf 2 0 1inf; 
inf 了 4 inf 0Q|; 

[ID,R| =floydta) 


和 未 oyYd .mm 

function|[D,RI =floydta) 
n=gize(a,l);: 

本 是 一 二 | 
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11.3 嚼 笨 叱 的 应 用 " 187. 


fork=1:n 
fori=1:n 
forj=1:7n 
if Di{i,k) +Dik,j) <D(i,j]) 
D{i,j) =D(i,k) +D(k,j); 
RCI =R(i,k); 
多 


运行 程序 road2 .m, 得 : 
已 pe 


0 了 | 
了 U 2 4 6 
入 2 心 2 4 
3 4 2 0 6 
2 加 4 U 
R = 
l 4 4 4 4 
4 2 2 3 : 
4 二 3 4 5 
1 3 3 和 4 3 
4 E: 3 3 5 


11.3 最 短路 的 应 用 


11.3.1 可 化 为 最 短路 问题 的 多 阶段 决策 问题 


对 于 最 优化 问题 中 的 多 阶段 决 党 问题 , 溃 可 用 动态 规划 来 处 理 . 它 的 特点 是 完 将 一 个 复 亲 的 
问题 分 解 成 相互 联系 的 在 干 阶段 ,每 个 阶段 即 为 一 个 小 问题 ,然后 遂 个 处 理 .一旦 每 一 个 阶段 的 
决策 确定 后 ,整个 过 程 的 决策 也 随 之 确定 . 但 动态 规划 不 存在 一 种 标准 的 数学 形式 ,可 以 说 动态 
规划 的 一 用 是 一 种 艺术 ,需要 根据 不 同 的 实际 问题 列 出 相应 的 动态 规划 递 推 关系 式 ,再 求解 递 推 
关系 ,而 林 同 的 递 锥 关系 式 有 不 同 的 解法 ,没有 一 个 统一 的 程序 . 对 某 些 多 阶段 决 生 问题 ,要 写 出 
其 动态 规划 递 推 关系 式 难度 很 大 . 而 图 论 中 的 最 短路 问题 是 一 个 多 阶段 染 策 问题 , 它 可 以 用 现成 
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的 Dijkstra 算法 求解 . 四 此 ,对 某 些 较 复 厅 的 多 阶段 决策 问题 ,可 以 通过 构造 适当 的 图 ,将 它 转 化 
成 最 短路 问题 ,从 而 使 间 题 变 得 清晰 .直观 . 而 一 旦 转化 成 功 , 剩 下 的 就 只 是 用 标准 的 Dijkstra 算 
法 程序 求解 了 ， 

要 将 一 个 多 阶段 决策 问题 化 为 最 短路 问题 ,关键 在 于 对 该 问题 构造 员 相 应 的 图 ,使 图 的 项 
点 ,过 . 权 分 别 对 应 于 该 问题 的 某 些 要 素 ,从 而 图 中 某 些 顶 点 间 的 最 短路 就 对 应 于 该 间 题 的 解 , 有 
时 对 同一 问题 可 以 构造 出 不 同 的 图 . 下 面 通过 -个 实例 来 说 明 构 造 图 的 方法 . 

例 1{ 设 备 更 新 闻 题 ) 企业 使 用 一 台 设 备 ,每 年 年 初 ,企业 领导 就 要 确定 是 购置 新 的 ,还 是 
继续 使 用 旧 的 . 若 购置 新 设备 ,就 要 支付 一 定 的 购置 费用 ; 若 继 续 使 用 , 则 需 支 付 一 定 的 维修 费 
用 . 现 志 制定 一 个 五 年 之 内 的 设备 更 新 计划 ,使 得 五 年 内 总 的 支付 费用 最 少 . 

已 知 该 种 设备 在 每 年 年 初 的 价格 为 : 


图 1!1-9 Cl(V,E) 


对 此 问题 ,构造 加 权 有 向 图 G1(F,E) ,如 图 11 ~9 所 示 . 

Cl1fT, 瑟 的 售 尽 为 : 

(ly 顶点 集 了 =1E ii=1,2,3,4,5|1U 1E ,=2,3,4,5,6;k=1,2,…,i-1|, 每 个 全 点 代 
表 年 初 的 一 种 决策 ,其 中 顶点 X, 代 表 第 i 年初 购置 新 设备 的 决策 ,顶点 关 "代表 第 i 年 初 修理 用 
过 天 年 的 上 日 设 备 的 决 蛇 . 

(2) 弧 集 五 =(f(T 天 证 =12 3 4 大 = 2 
= J 

若 第 年 初 作 了 决策 了 后 ,第 ;+l 年 初 可 以 作 决 策 下 , 则 顶点 站 与 下 之 加 有 强 
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《 ,X01) ,其 权 邢 (X,,X,,,) 代 表 第 i 年 初 到 第 i+1 年 初 之 间 的 费用 . 例如 , 弧 (2， ,X'" 代表 第 
三 年 初 买 新 设备 ,第 四 年 初次 定 用 第 三 年 买 的 用 过 一 年 的 上 设备 ,其 权 则 为 第 三 年 初 的 购置 费 与 
三 ,四 年 间 的 维修 费 之 和 , 即 12 +5 = 17. 
(3) 问题 转化 为 项 点 ,到 Xi*' 的 最 短路 问题 . 五 年 的 最 优 购置 费 为 
nin 和 


站 =]1 ,3 了 ,本 


其 中 df Te ) 为 顶点 XX, 到 XL 的 最 短路 的 权 . 求 得 最 短路 的 权 为 53 ,而 两 条 最 短路 分 别 为 
有 
人 
因此 ,计划 为 第 一 .三 年 初 购置 新 设备 ,或 第 一 .四 年 初 购 置 新 设备 ,五 年 费用 均 最 省 ,为 53. 
此 问题 也 可 构造 如 图 11 - 10 所 示 的 加 权 有 向 图 G2(V,5). 
C2(T ,的 售 巡 是 : 
(1) 顶 总 集 玉 = jo yy, 包 :和 , 刀 ,261 ,其 中 ,ev 表示 第 i 年 
(f=1,2,… ,5) 初 网 种 新 设备 的 决策 ,sp 表示 第 五 年 底 . vs v3 
(2) 弧 集 三 = (v5) ,i=1,2,3,4,5; i <j 志 61, 弧 (vw， 
v,) 表示 第 i 年 初 购 进 一 台 设备 一 直 使 用 到 第 /年 初 的 决策 ,其 
松 瑟 (w ,2 ) 表 水 由 这 一 决策 在 第 i 年 初 到 第 j 年 初 的 总 费用 ， vs Ya 
如 Wes,b,) =1ll1+5+6+8 =30., 
(3) 问题 转化 为 求 m 到 加 的 最 短路 河 题 , 求 得 两 条 最 短 
踏 为 一 v4 一 ,5 一 册 一 06: 权 为 53, 与 图 G1(TV,E) 的 解 相 同 . 


11.3.2 选 址 问题 


选 址 问题 是 指 为 一 个 或 几 个 服务 设施 在 一 定 区 域内 选 定 它 的 位 置 ,使 某 一 指标 达到 最 优 值 
选 址 问题 的 数学 模型 依赖 于 设施 可 能 的 区 域 和 评判 位 置 优 劣 的 标准 ,有 许多 不 同类 型 的 选 址 问 
题 . 在 此 只 简单 介绍 服务 设施 与 服务 对 象 都 位 于 一 个 图 的 顶点 上 的 单 服务 设施 问题 

1. 中 心 问题 

有 些 公共 服务 设施 (例如 一 些 紧急 服务 型 设施 如 急救 中 心 .消防 站 等 ) 的 选 址 ,要 求 网 络 中 
最 远 的 被 服务 点 离 服 务 设施 的 距离 尽 可 能 小 . 

例 2 基 城 市 要 建立 一 个 消防 站 ,为 该 市 所 属 的 七 个 区 服务 (图 11 -11). 间 : 应 设 在 娜 个 
区 ,才能 使 它 至 最 远 区 的 路 径 最 短 . 


图 Il -10 GOV,E) 
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算法 : 
《1) 用 Floyd 算法 求 出 距离 矩阵 PP = (4 ) 


《2) 计算 在 名 后 设立 服务 设施 的 最 大 服务 距离 Su 
{tv,) = max | dl Te 
(3) 求 出 而 后 v4 ,使 S(p) = Min 130,) | ,出 Ur 就 是 要 求 的 建立 消防 站 的 地 点 . 此 点 称 为 图 
的 申 心 点 . 
对 此 问题 ,用 MATLAB 编写 主 程序 road3 .m 如 下 : 


a=[0 3 inf inf inf inf inf;3 0 2 inf 18 2.5 inf 
inf 2 0 6 2 inf infyinf inf 6 0 3 inf inf,; 
inf 18 2 3 0 #4 infyinf 2.5 1inf inf 4 0 1.5;... 
inf inf inf inf inf 1.5 0];[D,R] = floyd(a) 
运行 road3 .m( 需 调用 前 万 介 绍 的 flcoyd .m) ,得 结果 ， 

0 3 .0000 5S.0000 10.0000 TD0000 5S.5000 F700Uo0 

3 .从 人 0 愉 避 0 2.0000 7 .0000 4 .0000 2.5000 4.0000 

B ,DOON 2 .0000 0 5 .0000 2 .0000 4.5000 ff .000U 

10 .0000 ?O000 S0000 0 3 0000 TOO000 B.S5000 

7.OO00D0 4 .0000 2.0000 3.0000 0 4 .0000 3.5000 

5 .S000 2.5000 a4.5000 TOUUU 4 .QO0U0 OD ] ,5 人 QO 

T0000 4 .0000 6 .0000 B.S000 5 5000 1i1.S5000 0 

人 

] 2 2 2 2 2 之 

1 2 3 了 3 3 日 怕 

了 2 了 5 可 2 过 

了 5 4 5 5 

3 3 3 并 o 6 6 

2 2 2 5 5 白 本 

已 6 6 日 忆 了 


喜 得 :SCw) =10, Sipv,) = 了 ,Sr) =6, S(t) =8.5, Stv) = 了 SU) =7, S$(v) =3.5, 因 
Sa) = 为 最 小 , 故 应 将 消防 站 设 在 1 处. 

2, 重心 问题 

有 些 设 施 ( 例 如 一 些 韭 紧 急 型 的 公共 服务 设施 ,如 邮局 .学校 等 ) 的 选 址 ,要 求 设施 到 所 有 上 服 
务 对 象 点 的 距离 总 和 最 小 . 一般 要 考虑 人 人 口 密度 问题 ,要 使 全 体 被 服务 对 每 来往 的 平均 路 程 最 
短 , 

例 3 某 矿区 有 七 个 矿 点 (图 11 -12). 已 知 各 矿 点 每 天 的 产 矿 量 g(w)( 标 在 图 11 -12 的 各 
顶点 上 ). 现 要 从 这 七 个 矿 点 选 一 个 来 建造 矿 厂 . 问 应 选 在 娃 个 矿 点 ,才能 使 符 丰 点 所 产 的 入 运 
到 选矿 三 所 在 地 的 总 运力 (单位 :kt/km) 最 小 . 

算法 : 

‘1) 求 距离 隆 DD= {6d,),,,. 

‘2) 计算 省 硕 点 作为 选矿 厂 的 总 人 适 力 机 (让 


> gq(v,) x dd,, 


/= 


1 


m{v) = 
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Bt) 3 vt2) 2 v7) 


2 


2. Utl) 4 usl6) 
图 11 一 12 


(3) 求 久 ,使 m5,) = min fm(v.)1, 则 %w 就 是 选矿 厂 应 设 之 矿 点 . 此 点 称 为 图 6 的 重心 或 
中 位 点 . 


11.4 建 模 案例 :最 优 稚 断 切 制 问 题 


11,4,1 问题 


从 一 个 长 方 体 中 基 工 出 一 个 已 知 尺寸 ,位置 预定 的 长 访 体 (这 两 个 长 方 体 的 对 应 表面 是 平 
行 的 ) ,通常 要 经 过 6 次 截断 切割 . 设 水 平 切割 单位 面积 的 费用 是 垂直 切割 单位 面积 费用 的 + 售 . 
且 当 先后 两 次 垂直 切割 的 平面 (不 管 它们 之 则 是否 车 插 水 平 切割 ) 不 平行 时 , 因 调 整 刀具 需 额 外 
费用 e. 试 设计 一 种 安排 各 面 加 工 次 序 ( 称 “切割 方式 ”) 的 方法 ,使 加 工 费 用 最 少 . 


11.4.2 很 设 


1， 假 设 水 平 切 割 单 位 面积 的 费用 为 ,年 让 切割 单位 面积 费用 为 1; 

2， 当 先后 两 次 垂直 切割 的 平面 (不 管 它们 之 间 是 否 穿 插 水 平 切割 ) 不 平行 时 ,调整 刀具 需 额 
外 费用 

3， 第 一 次 切割 前 ,刀具 已 经 调整 完毕 , 即 第 一 次 垂直 场 割 不 加 人 刀具 调整 费用 ; 

4 . 每 个 竺 加 工 氏 方 体 都 必须 经 过 6 次 截断 切割 . 


il.4.3 模型 的 建立 与 求解 


设 待 加 工 长 方 体 的 左右 面 .前 后 面 、 上 下面 间 的 距离 分 别 为 go .bev- 六 个 切割 面 分 别 位 于 
左右 .前 .后 .上 .下 ,将 它们 相应 编导 为 是 | 于; .1 时 时, .这 六 个 面 与 待 贿 工 长 方 体 相应 
外 侧面 的 边 距 分 别 为 而 Us se: 这样, 一 种 切割 方式 就 是 六 个 妇 制 面 的 一 个 排列 ,共有 
Pe =720 种 切割 方式 . 当 考 虑 到 切割 费用 时 ,显然 有 局 部 优化 准则 :两 个 平行 待 切割 面 中 , 边 距 较 
大 的 待 切 割 面 总 是 先 加 工 ， 

由 此 准则 ,只 需 考虑 

bp 
21x21x21 
种 切割 方式 . 即 在 求 最 少 加 工 费 用 时 ,只 需 在 90 个 满足 准则 的 切割 序列 中 考虑 . 个 失 一 般 性 , 设 
内海 氏 半 | 在 机 前、 在 亲朋 对 在 时 前 的 切割 方式 . 
1，e = 灿 的 情况 
为 简单 起 见 , 先 考虑 e =0 的 情况 . 构造 如 图 11 -13 所 示 的 一 个 有 阿 贼 权 网 络 图 G(TF, 上 5). 为 


= 90 
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了 表示 切割 过 程 的 有 问 性 ,在 网 络 终 上 加 上 坐标 轴 <,y,z 


图 11-13 G(TL,E) 


图 GCV, 志 的 客站 为 : 

(1) 空间 网 络 图 中 每 个 结 点 v(x;,y,,z;) 表示 被 切割 石材 所 处 的 一 个 状态 . 顶 癌 坐标 % Jia 
分 别 代表 石材 在 左右 .前 后 ,上 下 方 上 晤 上 已 被 切割 的 刀 数 . 例如 :564(2,1,2) 表示 石材 在 左右 方 回 
上 已 被 切 制 两 刀 ,前 后 方向 上 已 被 切 一 刀 , 上 下 方向 上 已 被 切 两 刀 , 即 面 时 | .Wi 均 已 
被 切割 . 项 点 #2.(,0,0) 表示 石材 的 最 初 每 加 工 状 态 , 顶 点 1t2,2,2) 表 示 右 材 加 工 完 成 后 的 

(2) CG 的 骂 (2,,5) 表 示 石 材 被 切割 的 一 个 过 程 ,大 长 方 体 能 从 状态 4 经 一 次 切割 亚 为 状态 
v,, 即 当 和 且 公 当 % + 和 二 二 + = 二 + 时 7.20) 到 z(x,ys5) 有 上 (vv) ,相应 弧 上 的 
权 下 Cw.,w) 即 为 这 一 切割 过 程 的 费用 ， 

Wy op) = (x) xX {Bb Xe) tp-—Y) XX {0 Xe) + (a -ZT) x {a xb) xr 

其 中 ,a, b,c, 分别 代表 在 状态 vz, 时 ,长 方 体 的 让 右面 .上 下 面前 后 面 之 间 的 距离 . 

例如 ,状态 vs(1,1,0) ,gs = a0 一 bs =B0 一 0s 二 G4; 状态 52.42,1,0), 有 

W{vs ,bs) = Cb, — Wa) Xe 

(3) 根据 准则 知 ,第 一 妃 有 三 种 选择 , 即 第 一 刀 应 切 半 | 、 刘 ;、 间 ; 中 的 某 个 面 ,在 图 中 分 别 对 
应 的 叉 为 (om Co) Cosy210). 图 6 中 从 5 到 ;的 任意 一 条 有 问 道 路 代表 一 种 切割 方式 . 
从 5 到 2 共有 90 条 有 向 道路 ,对 许 着 上 所 考虑 的 90 种 切割 方式 .yz 到 久 ; 的 最 短跑 邑 为 最 少 加 .I 
费用 ,该 有 向 道路 即 对 应 所 求 的 最 优 切 割 方式 . 

实例 : 待 加 工 长 方 体 和 成 品 长 方 体 的 长 . 宽 .高 分 别 为 10.145 19 和 3.2.4, 两 者 左 侧 面 JE 
面 , 诬 面 之 间 的 距离 分 别 为 6.7.9, 则 边 吧 如 下 表 : 


Fs | 时 , 求 得 最 短路 为 VU Do TV TD TD TT bas Vy ;其 权 为 314, 
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对 应 的 最 优 切 割 排 别 为 大 ;一 训 ) 一 前 ;一 盖 新 一 竺 ;, 改 用 为 374 元 . 

2,# 关 和 的 情况 

当 eF0 寺 , 即 当 先后 两 次 垂直 切割 的 平面 不 平行 时 , 需 加 调 刀 费 e& 硕 户 在 图 11 -13 所 示 的 
网 络 图 中 某 些 边 增 加 权 来 实现 此 费用 增加 . 在 所 有 切割 序列 中 ,四 个 会 直面 的 切 制 顺序 只 有 三 种 
可 能 情况 : 

情况 一 : 先 切 一 对 平行 面 ,再 煞 男 外 一 对 平行 面 ,总 履 用 比 e=0 时 的 费用 增加 a. 

情况 二 : 先 切 一 个 面 , 青 切 一 对 孕 行 面 , 最 后 割 剩 余 的 一 个 面 ,总 费用 比 e=0 时 的 费用 增加 2e. 

情况 三 :切割 面 是 两 两 相互 垂直 ,总 费用 比 2=0 时 的 费用 增加 3e. 

在 所 考虑 的 90 种 切割 序列 中 ,上 述 三 种 情况 下 垂直 切割 面 的 排列 情形 ,及 在 图 e 中 对 应 有 
间 路 的 必 有 经 点 如 下 表 : 


乖 直 切割 面 排列 情形 有 向 路 必 经 点 
博 旗 一 证 + M, -于 - MH, ~ MH, | {1 ,0,2), {2,0,2) ,2,1,2) 
情况 一 〈 二 ) Ms — M, — 于 — MM (OO L222) 
情况 二 (一 ) M, -和 一 叶山 (C0,1 2) ,1,1 ,5) ， 02， 
靖 况 一 (一) MM 一 村 -用 (1 ,0,5), (1,1,2) ,C1 ,2,7) 
情况 三 (一 ) 1,0,2) (1,1,2) ,(2,1,2) 
情况 三 (二 ) (O01 ya) ,1,1 ,2) , (1,2,2) 
s =0,1,2 


我 们 希望 通过 在 图 11 -13 所 示 的 网 络 图 中 的 某 些 边 上 增加 权 来 进行 调 刀 费用 增加 的 计算 ， 
但 由 于 网 络 图 中 的 其 些 边 是 允 种 急 割 序列 所 公用 的 . 对 于 时 一 种 切割 序列 ,需要 在 此 边 上 增加 权 
es, 但 对 于 另外 一 穆 邯 割 序列 ， 就 有 可 能 不 需要 在 此 边 上 增加 权 e, 这 样 我 们 就 不 能 直接 利 用 图 
11 ~13 的 网 络 图 进行 进 吉 权 这 种 方法 来 求 出 晤 短路 径 . 


图 111-14 8) 
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由 工 表 可 以 看 出 ,三 种 情况 的 和 情形 (一 } 有 公共 点 集 1 (2,1,z)1z=0,1,2| ,情形 (二 ) 有 公共 
点 集 1(1,2,2)1z=0,1,2|. 莫 傅 形 (一 }) 的 有 向 路 决 不 道 过 情形 (二 ) 的 公共 点 集 , 情 形 ( 二 ) 的 有 
向 路 也 不 通过 情形 (一 ) 的 公共 点 集 . 所 以 可 判断 出 这 两 部 分 是 独立 的 ,互补 的 . 如 果 我 们 在 图 6 
中 分 别 去 看 点 集 人 1.2,z)1z=0,1.21 和 和 12:15z1z=0,1:21 及 与 之 相关 联 的 人 绰 ,环形 成 两 个 
新 的 网 络 图 ,如 了 (图 11 一 14) 和 HH2( 峡 11 -15). 这 两 个 网 络 图 和 其 有 互补 性 ,对 于 一 个 问题 来 
说 ,最 短路 线 必 存在 于 它们 中 的 杀 一 个 . 


辕 ]1-13 HH2 


由 于 调整 垂直 刀具 为 3 次 时 ,总 费用 筑 增 加 3e, 故我 们 先 安排 这 种 情况 的 权 增 加 便 e, 每 次 
转 刀 时 ,给 鞭 待 切 弧 工 的 权 玉 如 e 增加 e 的 情况 如 图 11 -14 及 11 -15 中 所 示 . 再 来 判断 是 否 满 
足 调 整 牌 直 刀 只 为 二 次 .一 次 时 的 情况 ,我 们 发 现 所 增加 的 权 满 足 另外 两 类 切割 序列 . 

综合 上 述 分 析 ,我 们 将 原 网 络 图 6 分 解 为 两 个 网 络 图 Hl 和 于 ,并 在 指定 边 上 的 权 增 加 e， 
然后 分 别 求 出 图 Hl 和 和 型 中 从 到 声 ) 的 最 短路 ,最 短路 的 权 分 别 为 4d,d,. 则 得 出 整体 的 最 少 
费用 为 :d = mintd),d,) , 居 优 切割 序列 即 为 其 对 应 的 最 短路 径 ， 

实例 ;r =15,e =2 时 , 求 得 图 G1 与 62 的 最 短路 为 2 的 路 -人 一 一 4 一 2 一 6 一 7; 枢 
为 4 435, 对 应 的 最 优 切 割 序列 为 W; 一 前 | 一 天。 -加 -MM -Mj ,最 优 绵 用 为 4 435. 


11.S 志 题 


1. 某 公 司 在 六 个 焉 市 CCC CCs Cs 中 都 有 分 公司 ,从 C, 到 CC, 的 直达 航班 村 价 由 下 
述 矩 阵 的 第 行 . 第 7 列 元 素 给 出 (am 表示 无 直达 航 竹 ) ,该 公司 想 算出 一 张 任意 两 个 城市 之 间 最 
廉价 足 线 表 , 试 作出 这 样 的 表 来 . 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


, 11.5 习 是 195 ， 


0 253 % 25 $5 蜂 
2. 求 图 11 -16 中 每 一 结 态 到 其 他 结 点 的 最 短 蹄 . 


图 11 一 16 


3. 在 一 个 城市 交通 系统 中 取出 一 段 如 图 11 -17 所 示 , 其 大 口 为 而 点 出 ,出口 为 屈 点 4; 牌 


条 弧 段 劳 的 数字 表示 通过 该 路 段 所 需 时 间 ,每 次 转 计 需要 附加 时 间 为 3, 求 到 vw 的 最 短 时 间 
路 径 . 


图 11-17 


4. 一 只 狼 .一 只 羊 和 一 复 日 荣 在 河 的 一 岸 ,一 个 摆 汛 人 想 把 它们 渡 过 河 去 . 但 是 由 于 他 的 船 


很 小 ,每 次 只 能 市 走 它 们 之 中 的 一 样 . 由 于 明显 的 原因 , 狠 和 羊 或 者 平和 日 菜 在 一 起 需要 人 人 看守， 
问 押 渡 人 怎样 把 它们 渡 过 河 去 ? 
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第 12 章 匹配 与 覆盖 及 其 应 用 


12.1 匹配 与 履 壮 


12,1.1 基本 概念 
定义 1 设 图 人 =(Y, 呈 ) ,时 G 下 , 若 对 的 按 互 不 相 邻 , 则 称 虹 是 5 的 一 个 匹配 . 开 的 边 称 为 
匹配 边 ,EE\ 林 的 边 称 为 自由 边 . 苦 4ua,s) e 用 , 则 称 u( 或 四 是 v( 或 4) 的 配偶 ， 若 顶 点 1 与 机 的 … 
条 边关 联 , 则 称 p 是 开 - 饱 和 的 ;将 则 称 为 是 好 - 非 饮 和 的 . 设 好 是 6 的 一 个 匹配 , 若 和 的 每 个 
顶点 都 是 好 -饱和 和 的, 则 称 开 是 C 的 完美 { 理 想 ) 匹配 . 没 林 是 6 的 一 个 严 配 , 厦 不 存在 匹配 邮 : 
使 | 好 '| > | 彰 ] , 册 称 好 为 Ce 的 最 大 匹配 . 
显然 ,完美 匹配 一 定 是 最 大 匹配 ,反之 不 一 定 成 立 ， 如 图 12 -1(a) 所 示 的 匹配 (匹配 边 用 粗 


线 表 示 , 下 同 ? 是 最 天 匹配 但 不 是 完美 匹配 ,实际 于 该 图 疫 有 完美 匹配 . 网 12 -1tb) 所 示 的 到 配 
是 客 美 匹配 , 世 是 最 太 匹 配 ， 


(al 永和 匹配 [bb) 完美 到 配 


图 12-1 


定义 2 设 玉 是 图 GG=(V,E) 的 还 配 , 称 其 边 交 错 于 盯 和 EE\MWH 的 路 (图 ) 为 导 - 交错 路 
(图 }. 起 点 和 终点 都 是 型 - 非 乞 和 点 的 交错 路 称 为 于 一 增 广 路 . 

定 兴 3 设 CG=(TV,E) ,KCV, 痊 6 的 每 条 边 都 与 & 的 一 个 预 点 关联 , 则 称 直 是 图 6 的 -一 个 
覆盖 . 设 尺 必 6 的 -个 覆盖 ,车 不 存在 覆盖 大 ' 使 | 大 | < |, 则 称 外 是 一 个 最 小 覆盖 . 


12.1.2 性质 


定理 1 设 开 昆 图 C 的 匹配, 则 时 是 最 天 匹配 的 充 要 条 件 是 如 设 有 并- 增 三 路, 
此 定理 提供 了 求 最 大 匹配 的 基本 思想 和 方法 . 

定理 2 设 放 是 图 6 的 旺 配 , 尺 是 覆盖 , 则 : 

(1) [Mm|s |K|; 


(2) 若 | 好 | = 1 友 |, 则 洒 是 最 大 匹配 ,KK 是 最 小 者 壮 ， 
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a 


12.1.3 二 元 图 的 匹配 


关于 匹配 的 ~- 般 人 性质 对 二 元 图 目 然 世 成 立 ,但 二 元 图 的 匹配 还 有 自身 的 重要 性 质 , 即 : 
定理 3 设 6G=(X, 了 ,EE) 是 二 元 图 ,MH 是 匹配 ,KK 是 覆 亲 , 则 计 , 玉 分 别 是 最 大 匹配 ,最 小 覆盖 
的 充 要 条 件 是 :| 好 | = | 天 |， 
定理 4 对 二 元 图 G = (X,Y,E) ,有 
《1 上 存在 饱和 革 的 每 个 天 扣 的 匹配 的 充 要 条 件 是 
IN(GS) | 宇 |1S|, SC 天 
其 中 ,N(S) = jvl Yue5S,v 与 u 相 邻 |. 
(2) & 存在 完美 匹配 的 充 要 条 件 是 
IN(S) |2151, SEX 
(3) 车 存在 正 整 数 :, 满 足 YveX,d(tv) zs 要 YueY,d(u) 志 1t, 则 存在 饱和 站 的 每 个 顶点 的 
匹配 . 


| A | 


由 J J Va 


图 12 -2 


例 1 如 图 12 -2 所 示 . 对 是 二 元 图 6 的 最 大 匹配 ,六 = jx, ,x, ,x;| 是 6 的 最 小 覆盖 ,因为 
| 型 | = | 天 | =3， 又 因为 YSGET ,| NS | 大 15|, 因 此 存在 饱和 的 所 有 顶点 的 匹配 (或 联 1=3， 
用 定理 4 中 (3) 的 结论 ) ;但 对 于 VYSCX ,|N(5) | 所 |S|, 如 取 5 = {yy Yl ,NN(S) = | xz， 
za ,X39| ,显然 |N(S)| < |51, 因 此 不 存在 完美 匹配 . 

推论 车 6 是 -正则 二 元 图 ,>0, 则 6 有 完美 匹配 . 

下 面 介 绍 匹 配 与 覆盖 的 一 些 应 用 . 


12.2 工作 安排 问题 


12,2.1 工作 安排 问题 之 一 


假设 有 : 
nn 个 工人 人 到 Ws 
Wt 
已 知 工人 x, 能 胜任 区 作 yY,(i=1,2,…,n), 问 能 否 存 在 一 种 安排 使 每 人 能 分 配 到 他 所 能 胜 尾 的 
一 性 工作 , 阁 能 ,如 何 安 排 ? 
设 ， 
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顶 忌 集 王 = x) ,| 
顶 癌 集 了 = 入 ya 
*, 与 y, 相当 Sx, 能 胜任 工作 7 
由 些 得 到 二 元 图 e={.7E, 问 题 转 化 为 求 二 匹 图 的 完美 匹配 . 因为 || = 上 7| ,因此 完美 匹配 
即 为 最 太 蕊 配 . 
馈 牙 利 (Hungarian) 算法 : 求 二 元 图 的 最 大 匹配 . 
基本 思想 : 任 选 取 一 个 匹配 畦 ,对 的 所 有 前 一 非 饱和 点 ,寻找 入 - 增 广 路 ,车 不 存在 
及 - 增 让 路, 则 蜡 为 最 大 匹配 ; 若 存在 旱 - 增 广 路 , 则 将 杂 - 增 广 路 中 新 与 非 彩 的 边 互 换 , 得 色 
比 村 多 一 边 的 踪 配 时" ,再 对 六 "重复 上 述 计 程 . 
算法 步骤 : 设 6= {和 ,了 ,EE) 基 二 元 图 ,村 是 一 个 匹配 . 
(1 念 3= 邮 ,了 = i. 
(2) 奋 遇 -饱和 4 的 每 个 顶点 , 则 眶 是 最 大 匹配 ;和 否则, 取 并 - 非 饱和 点 芯 E 才 3 , 今 3= 
SU 1 ， 
(3) 若 和 N(5) = 了 , 转 (6) ,否则 了 权 yewlsy7 若 y7 是 时 -饱和 点 , 转 (4) ,否则 转 (5)， 
(4) 设 {y,x) e 币 , 则 令 S=SUlxl ,T=TUjY|, 转 (3). 
(5) uu-yY 了 路 是 出 - 增 /路 ,人 议 为 ,并 令 出 = 肯 儿 P(t 对 称 差 ) , 转 (1). 
(6) 若 YY = 陪 , 则 射 是 最 大 正 瑟 ,否则 转 (2). 


12.2.2 工作 安排 问题 之 二 


假设 有 : 
下 个 二 大 
A 
兰 芽 人, 担任 工作 的 效率 为 wt{i,j=1,2,…,n) ,对 每 人 分 配 一 件 工 作 , 使 总 效率 最 大 . 

谋 厦 点 集 计 = 为 边 (x 7) 的 权 , 作 风 权 完备 二 元 图 
=, 了 ,EE) , 则 问题 转化 为 :在 赋 权 完备 二 元 图 中 , 求 权 最 太 的 饱和 半 现 点 的 完美 匹配 一 一 最 
佳 中 配 ， 

算法 Kubhn-Munkres 可 行 顶 点 标号 法 : 求 赋 权 完备 二 元 图 的 才 的 最 佳 匹 配 . 

定义 1 设 赋 权 完 项 二 元 图 C =(X,Y 了 ,) 的 每 个 顶点 zeF 了 对 应 一 个 实数 L{v) , 若 满足 : 

Lx) + LY) wx}, x eAX,yer¥k 
其 中 加 (xz: 门 是 过 (sy 的 权 , 则 称 革 为 天 的 一 个 可 行 顶 点 标记 . 
虚 工 为 可 行 项 总 标记 , 则 称 相 应 的 牛 成 子 图 C = (TF, 吉 ) 为 相等 子 图 ,这 申 
Fi = (zy) e El L(x) + L(Y) = w(x,y)| 

定理 1 设 工 是 燃 权 完 普 二 元 图 6 = (X,Y 了 ,EB) 的 可 行 项 点 标记 ,5 是 相等 子 多 ,和 有形 "是 已， 
的 元 美 丘 配 , 则 时 是 5 的 最 什 匹 配 . 

此 定理 提供 了 求 最 住 匹 配 的 算法 的 基本 思路 利 方法 . 

算法 基本 思想 通过 对 项 总 慰 记 将 轨 权 图 转化 为 非 屿 检 图 , 骨 用 铭 牙 利 算法 求 最 大 匹配 ,天 
求 出 的 匹配 为 完 去 匹配, 则 俘 正 ;否则 ,改进 顶点 标记 ,重新 计算 . 
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算法 的 具体 步骤 
设 6=( ,7.) ,每 条 边 e=(x,7) 有 权 w(e) 或 记 为 wlx,y) EC 是 -个 官 始 可 行 项 点 标记 ， 
通 营 取 
人 = max| wix,y} | yeF|, xex 
L(Y) = 0, Yer 
六 是 相等 子 图 C, 的 一 个 匹配 
(1) 车 半 的 每 个 顶点 都 是 饱和 的 , 则 凡是 最 佳 匹配 ;否则 取 训 一 非 饮 和 点 nue, 令 
Ss= 1u:, T= 
(2) 若 和 Ne。(5S) =T, 则 G6, 没有 完美 匹配 , 转 (3) ;否则 , 转 (4). 
(3) 调整 标记 ,计算 
a = miniL(x) + LY) -~- w(x) | 4 es,yETI] 
由 此 得 新 的 可 行 硕 点 标记 
L({v) — 4,, Ves 
Lo = (Ly) +0, veT 
Ltt), 否则 
合 了 = ,GG = 6G,. 
(4) 到 yeN6(S) M7, 车 y 是 村 -饱和 点 , 转 (5); 否 则 , 转 (6) 
(5) 设 (y,x) eM, 信 
S=SU T=TU 1x| 


和 转 {2). 
(6) 在 6G, 中 的 -交错 路 是 计 一 增 广 牙 , 记 为 P, 并 令 
Mm=HDrF 
村 (1). 
例 1 求 研 权 邻 接 年 阵 时 表示 的 赋 权 完备 二 元 图 的 最 佳 匹配 . 其 中 
yr da 3 a 
| 4 5 4 1 
1» 2 2 4 6 
六 4 2 3 3 
和 a » 0 2 1] 


取 初 始 可 行 顶 点 标记 如 表 12 -1( 左 ) ,右上 第 打 ”* ”的 元 素 表 示 
Lx) + LY) = wit,y) 


表 12--1 


四 
| Woe < 1 
6G" 
要 四 


ee (ey, 一 一 和 一 
I | 与 中 


ul 
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作出 相等 子 图 6,, 并 任 给 56, 的 匹配 并, 好 图 12 -3. 

按 步 骤 : 

(1) S=ix| ,T= 人; 

(4) ye Nc (SH) 了 

(5) (yr) EM,S= 1x ,x! ,T= 1p!; 

(2) Ne (S$) = 了 ; 

(3) 计算 a, =1, 经 调整 得 新 的 可 行 顶点 标记 如 表 12 -1( 右 ) ,相应 作出 新 的 相等 子 图 G6, 而 
匹配 蜡 没有 改变 (图 12 -4). 继续 选 代 : 


区 | ] 3 | 立 ] 如 了 ] | 
J J J a J } J) | 
图 12 -3 图 12 -4 


(4) ys Ee Nec, (9) \F; 
(6) P=%, YX ， 
M=NMOP= (rT) (rT) 
如 图 12 -5 所 示 ， 


J 的 3 Pi 
图 12 -5 


则 外 的 每 个 顶点 都 是 饱和 的 ,所 以 当前 四 配套 最 住 匹 配 ,如 


MM = {Cx, ,YY hl 
其 权 为 : 


2 人) = wy + Wy + Wa + wa = 19 
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12.3 系统 监控 问题 


本 节 介 绍 覆 盖 的 应 用 . 
12.3.1 系统 监控 问题 之 一 


例 1 在 城市 街道 中 ,需要 在 街道 口 设 立 岗 学 ,以 便 监 控 和 指挥 过 往 变 通 ， 为 了 监控 所 有 街 
道 ,| 可 至 少 要 设立 多 少 同 章 ? 

用 一 个 连通 图 来 檬 所 城市 街道 系统 ,在 于 街 道口 设 岗 剖 , 即 把 相应 的 顶点 作为 监控 点 市 监控 
所 关联 的 所 有 边 , 因 此 , 例 1 的 问题 就 是 一 个 "顶点 监控 边 ” 的 问题 . 换言之 , 需 在 一 个 连通 图 ec 
中 按 顶 点 子 集 天 CCYCGC) ,使 每 条 边 郡 与 天 的 一 个 项 氮 关联 ,是 天 是 满足 这 个 性 质 的 项 所 最 少 的 
集 ,也 就 是 求 连 通 图 56 的 最 小 覆盖 ， 

求 连通 图 的 最 小 覆盖 没有 有 效 算 法 . 可 以 用 逻辑 算法 ,但 随 着 质点 数 的 增加 ,逻辑 算法 的 复 
杂 性 成 指数 售 增长 ,因此 你 辑 算法 只 适用 顶点 数 较 少 的 情况 . 由 于 实际 问题 中 ,顶点 数 一 般 较 多 ， 
下 面 介绍 求 最 小 覆盖 的 近似 算法 , 即 司 发 式 算法 . 

设想 把 顶点 度数 越 大 的 项 点 作为 监控 点 , 则 能 监控 更 冤 的 边 ,这 是 一 个 合理 的 想法 . 

算法 步骤 一 一 最 小 覆盖 的 后 发 式 算 法 : 

设 忆 是 连通 图 ,用 天 表示 所 求 的 最 小 覆盖 . 邻 天 = 你 ， 

(1) 若 V(G) = 个 ,个 .否则 到 ze Ce) 使 

du) = maxid(r) | 1 EC 

( 妆 的 选取 不 唯一 时 ,可 能 导致 不 同 的 结果 ,因此 ,必要 时 应 比较 所 有 的 结 虹 . 通常 只 能 得 到 最 
小 覆盖 的 近似 覆盖 ). 

(2) 令 K=KUIui ,=G-u, 转 (1). 

例 2 求 图 12 -6 的 最 小 覆盖 . 


图 12 -6 


控 每 次 取 顶 点 度数 最 太 的 顶点 ,可 恢 次 选取 ， 
三 了 4 应 6 ， 位 5 二 ， 应 3 ， 全 3 ， 他 1 > Cs Cs CAs Cs Cs Cs 
此 得 下 = | Qs te ss sa {3 人 ee 


男 一 方面 ,我 们 仍 按 每 次 取 项 点 良 数 最 太 的 顶点 , 艾 可 得 到 : 
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一 一 


一 一 


下 二] 
显然 ,K' 是 她 小 覆盖 .因为 每 个 六 都 连接 着 一 条 割 边 (bc) =1,2 6, 即 豚 小 履 瘟 至 少 全 有 
6 个 点 . 
从 些 例 可 以 看 出 ,两 个 项 点 的 度数 相同 时 , 若 其 中 一 个 顶点 关联 着 制 边 ,应 先 选 这 一 顶点 ,使 
得 到 的 覆盖 更 接近 最 小 答 圭 . 


12.3.2 系统 监控 问题 之 二 


例 3 由 一 连 遂 图 展 表 -指挥 系统 .顶点 表示 被 指挥 的 单位 , 边 表示 吓 以 直接 下 达 命 令 的 通 
信 线 路 . 欲 在 某 些 单位 建立 指控 站 ,以 便 可 以 遂 过 指挥 站 直接 给 备 单位 下 达 命 令 , 间 如何 建立 指 
挥 站 使 指挥 站 尽 可 能 少 ? 

假如 在 某 一 顶点 建立 指挥 站 , 则 可 通过 这 个 指挥 站 直接 给 相 邻 顶点 (单位 ) 下 达 合 令 ， 因 
此 例 3 的 问题 就 是 在 一 个 监控 系统 中 的 “顶点 监控 顶点 "问题 . 换言之 , 需 在 一 个 连通 图 中 找 
顶点 数 最 少 的 子 集 DEY(6) ,对 每 个 ve YLG) ,或 者 bz 在 DD 中 ,或 者 v 与 D 中 茶 个 项 点 相 邻 . 

定义 1 设 C 是 连通 图 ,DCV(G) , 若 对 每 个 ne VG) ,或 zeDD, 或 DNNv) 半 岂 , 则 称 D 为 图 忆 
的 一 个 控制 集 . 若 D 是 控制 集 ,而 DD 的 任何 真子 集 都 不 是 控制 集 , 则 称 D 是 极 小 控制 集 . 顶点 数 
最 小 的 控制 集 称 为 最 小 控制 集 . 最 小 控制 集 所 含 硕 点 数目 称 为 控制 数 , 记 为 yo( 6} 或 Yo. 

例 3 就 是 求 最 小 控制 集 问题 , 求 最 小 控制 集 没有 有 效 算法 ,可 用 逻辑 算法 或 近似 算法 ( 肥 局 
发 式 算 法 )， 

没 想 把 顶点 度数 越 太 的 顶点 作为 监控 点 ( 即 属于 控制 集 ) , 则 能 监控 更 多 的 顶点 ,由 此 求 出 
最 小 控制 集 ， 从 这 一 -合理 的 想法 ,得 到 启发 式 算 法 . 

算法 步 最 一 一 最 小 控制 集 的 月 发 式 算 法 : 

设 世 是 连通 图 , 困 D 表示 所 求 的 最 小 控制 集 . 令 D= 他 . 

C1) 车 VY(G) = 吉 , 停 否则 有 取 we WG) ,使 

diu) = max|dlv) | ve VG)| 

( 当 的 选取 不 哈 -- 时 ,可 能 导致 不 同 的 结果 ,因此 , 必 变 时 应 比较 所 有 的 结果 ， 通 常 只 能 得 到 最 
小 控制 集 的 近似 值 ). 

(2) 令 D=DUiut.G=G-1uN(u)! ,其 中 NWN(&) 表 示 的 所 有 相 邻 顶点 的 集合 . 转 ( 1)， 


12.4 建 模 案例 : 锁具 效 箱 问题 


12.4.1 问题 的 提出 


某 厂 生产 一 种 弹子 锁具 ,每 个 镇 屋 的 包 题 有 5 个 精 , 每 个 槽 的 高 度 从 j1,2,3.4.,5,616 个 数 
中 任 取 一 数 , 鉴 求 满足 : 

1. 任意 一 把 锁 至 少 有 三 个 槽 高 度 互 不 相同 ; 

2. 任意 一 把 锁 相 邻 两 模 的 高 度 之 差 不 能 为 5， 所 有 互 不 相同 的 锁具 称 为 一 批 ， 
两 把 锁具 互 开 当 且 仪 当 

1. 两 把 锁 的 铀 就 有 4 个 槽 向 度 相同 ， 
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2， 其 余 一 个 槽 高 上 度 相 差 1. 
在 原来 一 批 锁具 中 随机 取 60 个 装 为 一 箱 ,成 箱 购 买 的 顾客 总 抱怨 购 得 的 锁具 有 互 开 现 象 . 
和 如何 装 逢 C60 个 为 一 箱 ) ,如 何 给 箱子 以 标志 ,出 售 时 如 何 利 用 这 些 标志 ,使 团体 磺 客 减少 抱 镀 . 


12.4.2 模型 的 建立 与 求解 
1. 每 批 锁 具 的 个 数 与 逢 数 


命题 1 和 集合 V= i(h hhh,hs)| he|l,2,3,4,5,6} ,|h,—h, ,1z5,B hh,,h, ,hs,h,, 
hs 中 至 少 有 三 个 得 异 | , 则 下 共有 5 880 个 元 夫 . 
证 令 


C= 1h ho hyohoshs) | h, e 1,2,3,4,5,6| ,i = 1,2,3,4,5} 
和 = e161 ,hh 8 ,hsb 中 至 密 有 两 个 相 异 | 
中 = 1 (hh,h; hh) 1 存在 i 使 |h,-& ,1=5; 
则 一 批 锁具 的 总 数 为 : 
v= cI- [auBl= |c|l- 14|- lB|l+ |ansl 


易 得 : 
IC|=6 = 7 了 776 
[4 =Csf(2 -2) +6 = 456 
| 召 | =2 x4x6 (3x2x6 +3x2 x6) 
+(2x2x64+2}-2=1470 
14 门下 |=2 -2= 30 
所 以 


yl|= cI- 4UBl=7776-~-456 -1470+30 = 5 880 
结论 ”每 批 锁 具有 3 880 个 ,共和 狐 98 御 .， 
2， 互 开 图 及 其 性 质 
构造 图 e: 以 一 批 锁具 的 全 体 为 顶点 集 风 , 即 
V = hhhhhs Ih e fl,2,3,4,5,6|, |h -大 ,| 5, 
且 下 ,下 下 ， ,hh 中 至 少 三 个 相 异 } 
两 顶点 连 一 条 边 当 且 仅 当 它们 所 对 应 的 锁具 互 开 . 因此, 边 集 
E= 1vvl vv eVizjl|v|- 121||=1,l%,|= > 天 了 
称 图 C = FE) 为 互 开 图 ， 
命题 2 互 开 图 是 二 部 图 ,其 划分 (下 ,2 为: 


X = |h hh, hhh | 2 ,是 奇数 ! 


Y = hhhshs 1 天 是 偶数 | ,日 1X| = |Y| 
证 “两 锁具 互 开 必 有 其 槽 高 之 和 相差 1, 因此 天 中 任 两 项 点 互 不 相 邻 ,了 中 任 两 项 点 也 五 不 
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相 邻 . 

在 天 与 了 之 间 可 建立 一 一 对 应 关系 : 

Ff: hhohshhs e Xe RIT -RIT -hET hI(T -hh) ey 
因此 
[X= 17 

命题 3 互 开 图 6 有 理想 匹配 . 

困 用 匈牙利 算法 求 得 G6 的 最 大 匹配 于 ,得 知 好 的 边 数 | 林 | = 上 | ,因此 上 为 理想 匹配 . 

引入 独立 集 的 定义 : 

定义 1 对 图 G= CV,E) ,GyY, 芒 六 的 任意 两 个 顶点 都 不 相 邻 , 则 称 六 为 独立 集 ; 若 内 为 独 
立 集 ,任意 增加 一 个 硕 点 都 不 是 独立 集 , 则 称 认为 极 大 独立 集 ;6 中 顶点 数 最 多 的 独立 集 称 为 最 
大 独立 集 ， 最 大 独立 集 六 与 最 小 罗 埋 天 有 关系: 

IN|+ |KE|= | 

其 中 iW| 是 图 避 的 硕 点 数 . 

命题 4 苦 丫 是 图 6 的 最 大 独立 集 , 则 | 六 | = | =2 940. 

证 因 G6 是 二 部 图 , 且 图 6 的 项 点 的 最 小 度数 566) >0,. 由 二 元 图 的 号 配 定理 1 有 

1 = |K| 

其 中 于 是 最 大 匹配 , 玉 是 最 小 贸 盖 . 

又 由 命题 3 知 ,| 上 | = |Y|/ 2, 因 此 ,由 最 小 覆盖 与 最 大 独立 集 的 互补 性 知 : 

六 = -IE iv|- [Mi= IVYI/2 = |X|= 2940 

结论 ”对 同一 批 锁具 ,将 槽 高 之 和 为 奇数 ,为 偶数 的 分 别 装 箱 ,并 做 “ 奇 或 1) 偶 所 或 0) 
的 标志 ,只 要 购买 数 不 超 过 2 940760 =49 箱 时 ,可 保证 不 会 出 现 互 开 现象 ， 苦 购 买 量 超过 49 箱 ， 
则 必定 有 互 开 的 锁具 . 

3. 装 箱 、 标 志和 销售 方案 

每 批 锁具 按 槽 高 之 和 了 分 组 ,显然 了 =8,9,…,27, 即 共 分 2 组 . 设 各 组 的 锁具 个 数 为 乒 门 ， 
由 对 称 性 可 知 :J(8) = 所 27),19) =J026),…,J017) = J(18). 通过 编程 可 以 算出 ， 


26 .9 


两 锁具 互 开 , 则 二 者 必 分 别 属 于 -上 值 相 邻 的 两 组 . 将 了 值 为 偶数 的 各 组 按 上 表 顺 序 装 49 箱 ， 
并 用 了 全 标志 ,如 : 


第 一 箱 装 T=8 的 20 个 ,I=10 的 40 个 ,标志 0810; 第 二 箱 装 T=190 的 0 个 ,标志 0010; 其 
余 类 排 . 对 TT 值 为 亲 数 的 类 似 地 标志 ， 
出 售 时 , 妆 购 闫 量 不 超过 49 箱 时 ,日 上 信 出 标志 为 偶数 (或 奇数 ) 者 ,有 旦 标志 总 互 不 相同 或 
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奇 . 眉 殉 有 时 ,其 奇 标志 与 侦 标 志 的 前 两 位 ,后 商 位 ,不 能 相 老 1. 
4， 任意 装 箱 造 成 的 抱 继 程度 
从 一 批 5 880 个 锁具 中 随机 取 9 个 六 一 箱 ,120 个 汇 一 箱 ,……… , 抱 抱 程度 可 用 所 购 的 一 箱 
或 二 籍 ( 或 更 多 箱 ) 锁具 中 平均 有 多 少 对 互 开 来 衡量 . 
由 于 互 开 图 6E =(Y, 天 ) 的 边 数 | 五 | =22 778 条 ,而 天 的 边 数 为 Cs ww , 故 任 丙 锁具 互 开 的 概 
率 为 22 7787C; goo ,所 以 一 箱 锁具 的 平均 互 开 对 数 为 : 
E, = 22 778/Csp0 XC = 2.333 
商 箱 锁具 的 平均 互 开 对 数 为 : 
E, = 22 7T78/C5 880 xX Ci = 9.40 
一 般 地 ,kk 箱 锁 其 的 平均 互 开 对 数 为 : 
E, = 22 778/C:,,, X Ce, 
抱 怒 度 也 可 用 另 一 指标 来 衡 重 , 即 要 使 一 箱 ,两 箱 ,…… 中 一 下 的 锁具 不 能 互 开 ,平均 需要 于 
掉 的 锁具 数 . 这 一 指标 可 用 计算 机 模拟 得 到 . 


12.5 本 题 


1、 甲乙 二 人 人 玩 “ 提 乌 印 " 游戏 , 先 将 54 张 扑 克 牌 藏 起 一 张 ,于 是 狂 下 的 有 一 张 滥 有 对 于, 它 
叫做 乌 危 "， 再 将 牌 分 给 商人 ,每 人 把 手中 的 对 子 都 扫 出 来 ,你 能 否 判 断 ” 乌 危 在 谁 手中 ? 为 
什么 ? 

2. 出 席 某 次 国际 学 术 报 告 的 6 个 成 员 a,b,c,d,e,f 的 情况 是 : 

a: 会 讲 充 语 法语 和 日语 ; 

b: 会 讲 德语 .俄语 和 日 语 ，; 

ce: 会 讲 英 语 和 法 二 |; 

:会 讲 汉 语 和 西班牙 嫩 ; 

€; 会 讲 莫 们 和 人 德 便 ; 

f: 会 讲 俄语 和 西班牙 语 . 

欲 将 此 5 人 分 为 每 丽人 一 组 ,使 同一 组 的 人 能 交谈 ,是 否 可 行 , 为 什么 ? 

3, 一 次 舞会 ,共有 ma 位 男士 和 位 女士 参加 ,已 知 每 位 男士 至 少 认识 2 位 女士 ,而 每 位 交 士 
最 多 认识 2 位 男士 , 间 能 否 把 男士 和 女士 正好 分 成 n 对 ,使 每 一 对 男女 玫 彼 此 认识. 

4. 已 知 用 zx, ,x;,*; ,x 四 种 原料 制造 y ,7 ,ys ,ys 四 种 产品 的 或 本 如 下 面 的 第 阵 所 示 , 问 采 
用 哪 种 方案 林 使 成 本 最 低 ( 假定 用 原料 制作 某 种 产品 禹 不 能 用 来 制作 其 他 产品 )? 

了 1 省 2 了 3 了 4 


| lI6 79 86 26 
5. 有 四 种 不 同 规格 的 产品 要 分 配 在 四 台 不 同性 能 的 机 床上 同时 加 工 , 由 于 产品 的 规格 不 同 
和 杭 床 的 性 能 各 异 , 央 此 每 一 件 产品 在 不 同 机 车 上 加 工 的 工时 定额 也 不 同 , 其 工时 定额 列 于 
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表 12 -2, 问 启 如 何 谷 理 地 分 配 加 工 任 务 , 使 总 的 加 工时 间 最 省 ? 


表 12 一: 
机 床 
1 ? 50 16 
2 20 四 13 40 35 
3 21] 16 25 2 
4 48 27 43 16 


6. 一 车 队 有 八 辆 车 ,这 八 辆 车 存放 在 不 同 的 地 点 ,队长 楼 派 其 中 5 辆 到 5 个 不 同 的 工地 去 
运 货 .各 车 从 存放 处 调 到 装 货 地 点 所 需 费 用 列 于 表 12 -3, 问 应 选用 哪 3 辆 手 调 到 何 处 去 运 货 ， 
才能 使 各 车 从 所 在 地 点 调 到 装 负 地 点 所 需 的 总 费用 最 少 ? 


表 12-3 
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13.1 中 国 部 北 员 问题 


13.1,1 欧 拉 图 


定义 1 设 6=(VW,E) 是 连通 无 向 图 . 

(1) 经 过 的 每 过 至 少 -一 次 的 财 通 路 称 为 巡回 ; 

(2) 经 过 5 的 每 边 正好 一 底 的 戏 回 称 为 欧 拉 授 回 ; 

《3) 存在 欧 拉 授 回 的 图 称 为 欧 拉 图 ; 

(4) 经 过 的 每 边 焉 好 一 次 的 违 路 称 为 欧 拉 道路 

定理 1 对 于 非 空 连通 绝 C, 下 列 命题 等 价 : 

(1) G6 是 欧 搓 图; 

(2) 6 无 奇 次 顶点 ; 

《3) 的 边 集 能 划分 为 者， 

推论 1 设 忆 是 非 平 凡 连 通 图 , 则 6 有 了 欧 拉 道路 的 充 要 条 件 是 最 多 只 有 两 个 奇 次 顶点 . 


13.1.2 中 国 邮 弟 员 问题 


邮递 员 发 关 邮 御 时 ,要 从 邮局 出 发 ,经 过 他 投递 范围 内 的 每 条 街道 至 少 一 次 ,然后 返回 邮局 ， 
但 邮递 员 和 希望 选择 一 条 行程 最 短 的 路 线 . 这 就 是 中 国 则 风 员 问题 . 

者 将 投递 区 的 街道 用 边 表 示 ,街道 的 长 度 用 边 权 表示 ,邮局 .街道 变 忆 唱 用 点 表示 , 则 一 个 投 
递 区 构成 一 个 赋 权 连通 无 向 图 . 中 国 邮 递 员 问题 转化 为 :在 一 个 非 负 如 权 连 通 几 中 ,寻求 一 个 
权 最 小 的 这 回 . 这 样 的 巡回 称 为 最 侍 这 同 . 

下 面 分 三 种 情况 讨论 : 

1. 如 是 欧 拉 图 

此 时 互 的 任何 一 个 欧 拉 近 回 便 是 最 佳 巡 回 . 问题 归结 为 在 歌 拉 图 中 确定 一 个 欧 拉 族 回 . 
Fleury 算法 便 解 决 了 这 一 问题 

Fleury 算法 的 基本 思想 :从 任 一 点 出 发 ,每 当 访 问 一 条 边 时 , 先 要 进行 检查 . 如 果 可 供 访 问 的 
边 不 只 一 条 , 则 应 选 一 条 不 是 未 访问 的 过 和 集 的 导出 子 图 的 制 氨 作为 访问 边 ,直到 没有 边 骨 选择 
为 上 . 

注 :市 边 的 定义 ; 设 连通 ,ee EtG5) , 若 从 蕊 中 删除 迪 e 后 ,图 56 ~ iel 不 连通 , 则 称 边 e 为 
图 5 的 荐 边 ， 

2 的 边 e 是 割 边 的 充 要 条 件 是 ee 不合 在 的 图 中 . 

Fleury 算法 : 求 欧 拉 图 的 欧 拉 这 回 : 
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Ep oP ed od de es 


(1) 性 选 一 个 硕 志 名 ; 令 道路 ww, = 
(2) 假定 道路 w; = woevies ev 已 经 选 好 , 则 从 EE\iel ,ey， ,2,1 中 选 一 条 边 2,,, ,使 : 
ajei, 与 4 相 关联; 
b) 除 非 不 能 选择 ,否则 一 定 要 使 e, ,不 是 G6,=C[E -ie,,e;，… ,8,| | 的 荐 边 . 

{33 第 (2) 步 不 能 进行 时 束 停 目 . 

2. 如 不 是 欧 拉 图 

知 不 是 欧 拉 图 , 则 & 的 任何 一 个 巡回 父 过 基 些 这 必定 包 于 一 钦 - 解 奖 这 类 问题 的 一 般 方 
法 是 ,在 一 些 点 对 之 间 引 人 重复 这 (重复 这 与 它 平 行 榴 过 具有 相同 的 可 ) ,使 尿 图 成 为 欧 拉 图 ,但 
希望 所 有 添 吉 的 重复 边 的 权 的 总 和 为 最 小 . 

情形 1 正好 有 两 个 奇 深 顶 点 . 

设 6 正 好 有 两 个 奇 次 现 点 和 和 2, 求 上 6 的 最 住 巡 回 的 芷 法 如 下 : 

(1) 用 Dijkstra 算法 求 出 奇 次 顶点 与 3 之 癌 的 最 短路 径 P; 

(2) 令 G =GUP, 则 6 为 欧 拉 图 ; 

(3) 用 Pleur 算法 求 出 6 ”的 欧 拉 巡回 ,这 就 是 G 的 最 佳 巡 回 . 

情形 2 6& 有 2n 个 亩 次 硕 点 (n 关 2). 

Edmonds 于 1965 年 提出 的 最 小 对 集 算 法 ,很 好 地 解决 了 这 一 类 问题 ， 

Edmonds 等 法 的 基本 思想 :多 将 奇 次 顶 上 总 配对 ,要 求 最 佳 配 对 , 即 总 对 之 则 距离 总 和 最 小 . 再 
沿 点 对 之 间 的 最 短路 径 添 加 重复 边 得 欧 拉 图 6” ,G6 的 欧 拉 巡回 便 是 原 图 的 最 佳 近 加 . 

Edmonds 最 小 对 和 集 算法 ， 

(1) 用 Floyd 算法 求 出 的 所 有 珂 次 硕 点 之 间 的 最 短路 径 和 肥 离 ; 

(2) 以 已 的 所 有 青 次 顶点 为 顶点 集 ( 个 数 为 偶数 ) , 作 一 完备 图 , 边 上 的 权 为 两 端点 在 原 图 
6 中 的 最 短 距 离 ,将 此 完 和 名 加 权 图 记 为 如 ; 

《3) 用 Edmonds 算法 求 出 有 的 最 小 权 理 想 匹 配 虹 ( 参 见 [38]) ,得 到 青 次 项 点 的 最 和 佳 
配对; 

(4) 在 中 沿 配 对 顶点 之 辣 的 最 短 夏 径 训 加 重复 边 得 欧 拉 图 C ，; 

{5) 用 Fleury 算法 求 出 6 的 欧 拉 近 回 , 这 就 是 6 的 最 佳 巡 回 ， 

例 1 求 图 13 -1 所 示 投 递 区 Ge 的 一 条 最 佳 邮 违 路 线 , 

解 ”图 右 中 有 zw ws 四 个 奇 次 顶点 .用 Floyd 算法 求 出 它们 之 间 的 最 短路 径 和 量 离 如 下 : 


Peo 2 ， 人 二 
Pe, 26 人 
P,,, = WVatby; dv,,v,) =6 
I = HY , (vv) =9 
ee = VUy, dt{ vv ) =6 
P= Vv,, 好 (my =3 


出 入 
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13.2 ”推销 员 问 题 .209 . 


以 bb 5 为 侧 拟 ,它们 之 癌 的 距离 为 边 权 构造 完备 图 Ci ,如 图 13 -2. 


图 13 -3 他 
图 13-2 司 I i 


求 出 C 的 最 小 极 完 美 匹配 和 = f(r ,5 )》 (5 ,vy)|， 

在 已 中 沿 风 到 的 最 短路 径 添加 重复 边 , 沿 到 zw, 的 最 短路 径 vsv, 添加 重复 边 , 得 欧 拉 图 
C. ,如 图 13 -3. 

CG, 中 一 条 欧 拉 巡回 就 是 6 的 一 条 最 佳 多 回 , 共 权 值 为 64. 


13.2 推销 员 问 题 


13.2.1 脸 密 顿 图 


定义 1 设 6=(T, 上 EE) 是 连通 无 同 图 . 

(1) 经 过 互 的 每 个 顶点 正好 一 次 的 路 径 , 称 为 6 的 一 条 哈密 顿 路径 ,简称 总 路 径 ; 
(2) 经 过 6 的 每 个 项 点 正好 一 次 的 团 , 称 为 6 的 喉 密 顿 国 或 H 国 ，; 

‘3) 会 吾 轿 的 图 称 为 阶 密 顿 图 或 玉 图 . 

要 判定 一 个 图 是 否 含有 瑟 圈 是 NP -完备 的 ,要 求 出 一 个 图 的 是 鲍 也 没有 多 项 式 时 间 算 法 . 


13.2.2 推销 员 问 题 


流动 推销 员 需 要 访问 某 地 区 的 所 有 城镇 ,最 后 回 到 出 发 点 , 问 如 何 安 排 旅 行路 线 使 总 行程 最 
小 ,这 就 是 推销 员 问 题 . 推销 员 癌 题 也 是 NP - 完备 问题 . 

若 用 顶点 表示 城镇 , 边 表示 连接 两 城镇 的 路 ,过 上 的 权 表 泵 距离 (或 时 间 .费用 ) ,于 是 推销 
员 问 题 就 成 为 在 加 权 图 中 寻找 一 条 经 过 每 个 硕 点 至 少 一 次 的 最 短 闭 通路 问题 . 

定义 2 在 加 权 图 =(V,E) 中 ， 

(1) 权 最 小 的 哈密 顿 轿 称 为 最 佳 五 圈 . 

(2) 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 权 最 小 的 财 通 路 称 为 最 佳 推销 1 | 
员 回 有 路. 

一 般 说 来 ,最 佳 哈密 顿 圈 不 一 定 是 最 佳 推销 员 回 路 ,同样 最 佳 推 *， 


销 员 回路 也 不 一 定 是 最 佳 哈密 顿 圈 . 例如 图 13 - 4, 此 图 中 唯一 的 旦 py 
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回路 (oo ,oo ,其 权 和 等 于 1+20+1=22, 而 通过 点 v, 两 次 的 最 佳 推销 员 回 路 (ma ,ma， 
的 权 和 为 1+1+1+1=4. 

以 下 定理 说 明 何 时 最 佳 喻 密 顿 圈 也 是 最 佳 排 销 员 问 路 . 

定理 1 在 加 权 图 万 = (V,E} 中 ,省 对 任意 x,Y,z eVz 关 x ,2 了 7; 攻 有 w(x,Y) 志 WX,2) 十 
w(z,y) , 则 图 6 的 最 佳 百 圈 也 是 最 佳 挫 销 员 回路 . 

最 住 推销 员 回 路 问题 可 转化 为 最 佳 吾 圈 问题 . 方法 基 由 给 定 的 图 = (VY,E) 格 造 一 个 以 
『 为 顶点 集 的 完备 图 6 = (VE 站 ,FE' 的 每 条 边 (x,y) 的 权 等 于 硕 点 * 与 7 在 图 中 最 短路 的 
权 . 即 : 

Vx Ee Ew ry) = mind.(x,y) 

定理 2 ”加权 图 上 & 的 最 佳 推销 员 回 路 的 权 与 GC' 的 最 件 晴 几 的 权 相 同 . 

因此 ,在 吉 权 图 中 寺 求 最 侍 推 销 员 回 路 的 问题 就 可 转化 为 在 一 个 完备 加 权 图 中 导 求 最 佳 哈 
窗 顿 圈 的 问题 , 称 为 TSP 问题 


13,2,3 TSP 近似 算法 


TSP 近似 算法 包括 构造 型 算法 和 改进 型 算法 . 必 造 型 算法 是 按 一 定 规 则 一 次 性 好 构造 出 一 
个 解 . 而 改进 型 算法 则 是 以 某 一 解 作 为 初始 解 ,逐步 选 代 , 改 进 解 , 足 一 种 人 迁 代 法 ，- 般 是 以 构 知 
型 算法 得 到 一 个 初始 解 , 然 后 再 用 改进 型 算法 逐步 改进 . 

常 抑 的 丙种 构造 起 算法 是 最 小 权 匹 配 算 法 和 对 第 线 完 全 算法 ,参见 123 

下 面 介绍 一 个 改进 型 算法 : 二 边 逐 次 修正 法 . 

二 边 逐 次 修正 法 : 

(1) 任 取 初始 日 团 :Co = 本 pa 

(2) 对 所 有 的 1 1<1+L <i<A, 攻 WC) Db) ED) + 1 出 在 
0 中 册 去 过 (oo 和 (so 而 如 和 过 人) 和 (1) ,形成 新 的 吾 圈 世 , 邑 

人 二 


见 图 13 -5(a),(b). 


旗 | 13 -3 


(3) 对 CC 重复 步 又 (2) ,直到 条 件 不 满足 为 止 , 和 最 后 得 到 的 C 即 为 所 求 ， 
例 1 对 图 13 -6 所 术 的 完备 图 65, 用 二 边 逐 次 修正 法 求 较 优 吾 圈 
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13.2 推销 员 问 题 “2]11， 


ee 


解 ” 育 先 任 选 一 初始 吾 圈 :Co = pnntunb， 见 图 13 -7(a). 可 以 看 出 ,w(t 》 + 
(入 
边 t 20) 和 (io ,25) ,得 到 一 新 的 吾 图 0, 见 图 13 -7(b). 

CC 一 pa Wt) 
而 颖 Cb) 中 ,fo ,Ds) + wp Pe) <w(p ,bs) + w(t, ,vs 其 
去 边 (5 (aa :加 入 边 (5o0 56) 和 (tw,%) ,得 到 一 新 
的 五 圈 C,, 见 图 13 -7(0). 而 图 Ce) 中 ,wv ,v3) + sa) 
<uft20) + 删 去 过 (oa 如 入 过 
Cov ) 和 (vs,vs) ,得 到 一 新 的 吉 圈 CC ,上 风 图 13 -7{d). 其 
权 恰 为 :wt C;) = 192. 

为 了 知道 找 出 的 这 个 解 的 好 坏 , 相 以 用 最 佳 下 圈 的 权 的 
下 界 与 其 比较 . 利用 最 小 生成 树 可 得 到 最 佳 吾 圈 的 一 个 下 界 ,方法 如 下 : 


图 13 ~7 
没 C 是 6 的 一 个 最 佳 万 改 , 则 对 6 的 任 一 顶点 vo,C-v 是 6G-。 
的 路 径 ,也 是 6 -。 的 生成 树 . 如 果 了 是 6 -。 的 最 小 生成 树 , 目 ei,e。 多 
是 与 ? 关联 的 边 中 权 最 小 的 两 条 边 ,出 35 下 
w{T) +w(e) + wte,) 人 21 
将 是 w(C) 的 一 个 下 界 . 
若 取 。-v, 可 得 C -um 的 一 棵 最 小 生成 树 ( 图 13 -8). 其 权 
w(7) =118, 与 顶点 wm 关联 的 权 最 小 的 两 条 边 为 (ws ,pm ) 和 (mm )， y 


因此 图 13 一 8 
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dd EE 


wo) wT) + wily te) + wv ,va) 
=1l8 + 13+35t = 182 
儿 的 权 w(C,) = 192, 敌 最 佳 轿 的 权 应 满足 : 
182 w(tCY < 192 
近 十 年 来 , 随 者 人 工 神经 网 络 科 学 的 发 展 , 出 现 了 用 神经 网 络 解决 组 合 优化 问题 的 方法 . 
TSP 问题 也 有 了 许多 基于 神经 网 络 的 近似 算法 ,如 模 氢 退火 法 ,弹性 网 法 等 ,参见 [25]. 


13.3 建 模 案 例 :最 佳 灾情 巡视 路 线 


这 里 介绍 1998 年 全 国 天 学 生 数 学 模型 克 豆 B 题 中 的 两 个 问题 


13.3,1 问题 


今年 夏天 革 县 遭受 水 灾 , 为 考察 灾情 、 组 织 自 救 ,县 领导 决定 ,带领 有 关 部 门 负责 人 到 全 基 各 
乡 ( 镇 ) .村 巡视 . 近视 路 线 指 从 县 政府 所 在 地 出 发 , 走 遍 各 乡 ( 镇 ) .村 ,又 回 到 县 政府 所 在 地 的 
路 线 ， 

1. 若 分 二 组 (路 ) 巡 视 , 试 设计 总 路 程 最 短 旦 各 组 尽 可 能 均衡 的 路 线 . 

2. 假定 巡视 人 员 在 各 乡 ( 镇 ) 停 留 时 间 了 =2 h, 在 省 村 停留 时 间 :=1 上, 汽 夺 行驶 速度 
7=35 kmAh. 要 在 24 h 内 完成 巡视 ,至 少 应 分 几 组 ;给 出 这 种 分 组 下 最 佳 的 巡视 路 线 . 

乡镇 ,村 的 公路 网 示意 图 见 图 13 -9. 


县 政府 六 在 地 总 


多 i 精 )】A,B, ,RR 
村 了 了 .35 
邻 县 村 

公路 

+ 他 县 办 


/ee 时 


图 13-9 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


13.3 建 模 壶 例 :最 侍 灾 情 近 规 省 线 - 213， 


13.3.2 假设 


1， 汽 车 在 路 上 的 速度 己 定 ,不 会 出 现 抛 销 等 现象 ; 

2， 巡 视 当 中 ,在 每 个 乡镇 .村 的 停留 时 间 一 定 , 不 会 出 现 特殊 情况 而 延误 时 间 ; 
3. 每 个 小 组 的 汽车 行驶 速度 完全 一 样 ; 

4. 分 组 后 ,各 小 组 只 能 走 自己 区 内 的 路 ,不 能 走 其 他 小 组 的 路 , 除 公 共 路 外 . 


13.3.3 模型 的 建立 与 求解 


痊 公 路 网 图 中 ,每 个 乡 ( 镇 ) 或 村 看 作 图 中 的 一 个 节点 ,各 多 (镇 ) ,村 之 间 的 公 刻 看 作 图 中 对 
应 节点 间 的 边 ,各 条 公路 的 长 度 { 或 行驶 时 间 ) 看 作对 应 边 上 的 权 , 所 给 会 路 网 就 转 估 为 邵 权 网 
络 图 ,问题 就 转化 为 在 纵 定 的 加 权 网 络 图 中 寻找 从 给 定点 必 出 发 , 行 融 所 有 项 局 至 洗 一 次 再 加 
到 器 点 ,使 得 总 权 { 路程 或 时 间 ) 最 小 ,此 即 最 性 推销 员 区 路 问题 . 

在 加 权 图 6 中 求 最 佳 推销 员 回 路 问题 是 NP -完全 问题 ,我 们 采用 一 种 近似 算法 求 出 该 问题 
的 一 个 近似 最 优 解 ,来 代替 最 优 解 ,算法 如 下 : 

算法 求 加 权 图 GY,E) 的 最 佳 推销 员 思 路 的 近似 算法 : 

1. 用 图 论 软 件 包 求 出 5 中 任意 两 个 顶点 间 的 最 短路 ,构造 出 完备 图 6'(V,E')， 

YOxy) EE, wr,y) = minds (4,y) 

. 输入 图 上 ' 的 一 个 初始 瑟 轿 ; 
， 用 对 角 钱 完全 算法 ( 见 [23j]}) 产 生 一 个 初始 吾 圈 ，; 
随机 搜索 出 G' 中 苦于 个 二 图 ,全 如 2 000 个 ; 
. 对 第 2,3.4 步 所 得 的 每 个 吾 轿 ,用 二 边 逐 次 修正 法 进行 优化 ,得 天 近似 最 佳 旧 图 ; 
.在 第 5 步 求 出 的 所 有 并 阅 中 , 找 出 权 最 小 的 一 个 ,此 即 要 找 的 最 佳 吾 轿 的 近似 解 . 

由 于 二 边 逐 次 修正 法 的 结果 与 初始 圈 有 关 , 放 本 算法 第 2.3、4 步 分 别 用 三 种 方法 产生 初始 
圈 ,以 保证 能 得 到 较 优 的 计算 结果 . 

问题 一 ” 若 分 为 三 组 近视 ,级 计 总 路 程 最 短 且 各 组 斥 可 能 均衡 的 巡视 路 线 . 

此 问题 是 铬 个 推销 员 的 最 佳 推销 员 回 路 问题 . 即 在 加 权 图 8 中 求 顶点 集 上 的 划分 到， 
,将 如 分 成 个 生成 子 图 GLY ,GEVY,1,-…,G[L Tj] ,使 得 

(1) 顶 志 OeV, i=1,2,3,.…,n 


mh 


(2) U V = VO). 
max | of C,) 一 全 (人 
(3) 一 一 一 一 一 一 六 na 其 中 人 为 到 的 导出 了 于 图 Ce 全] 中 的 最 佳 推销 员 回 路 ,@(C 


max wt ,} 
为 蕊 , 的 枢 .i,j 二 1,2,3,n 
(4) > wlC) 最 小 . 
定义 1 称 
maxloatei) -ofCD)| 


CY CO 
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为 该 分 组 的 实际 均衡 度 .ea 为 最 大 容 夺 均衡 度 . 

显然 0 三 o 所 1 ,ao 越 小 ,说 明 分 组 的 均衡 性 越 好 . 取 征 一 个 wa 后 ,ao 与 a 满足 条 件 (3) 的 分 
组 是 -- 个 均衡 分 组 . 菜 件 (4) 表 示 总 近视 路 线 最 短 ， 

此 问题 包含 两 方面 :第 一 ,对 顶点 分 组 ;第 二 ,在 每 组 中 求 最 佳 推销 员 回 路 , 即 为 单个 排 销 员 
的 最 佳 推销 员 问 题 ， 

由 于 单个 推销 员 的 最 佳 推 销 员 回 路 问题 不 存在 多 项 式 时 间 内 的 精确 算法 , 故 多 个 推销 员 的 
问题 也 不 存在 多 项 式 时 间 内 的 精确 算法 . 而 图 中 节点 数 较 多, 为 53 个 ,我 们 只 能 去 寻求 一 种 轻 台 
理 的 划分 准则 ,对 图 13 -9 进行 初步 划分 后 , 求 出 各 部 分 的 近似 最 佳 推销 员 回 路 的 权 , 再 进一步 
进行 调整 ,使 得 各 部 分 满足 均衡 性 条 件 (3). 


NG 
四 < A 
2 六 1 (6) 
上 [| ue a 加 中 = 和 | 此 所 
22 . i121 
i 了 eas ne 
(3) "和 16 RJ 四 re 4 
"和 忆 em 2 | P nl 和 点 
ts | 站 是 宇 
I 18 
= ff 吕 昌 
了 由 i | 
四 -tt 下 27D a 
上下 J] 13 7 中 
站 s 了 了 B 
13 17 E 
世上 岂 | 白 0) 
: 和 贰 于 3 人 
O po 
H yo 7 EE 
12.7 
13 12.7 5 人 8 
FF 站 
人 2) 1 让 可 
1 


图 13 -10 点 到 尾 营 点 的 最 查 路 图 ( 昔 位 ; km) 


从 日 点 出 发 去 其 他 点 ,要 使 路 程 较 小 应 尽量 走 0 点 到 该 点 的 最 短路 . 故 用 图 论 软件 包 求 出 
0 点 到 其 余 硕 点 的 最 短路 ,这 些 最 短路 构成 一 棵 0 为 树 根 的 树 ,将 从 口 点 出 发 的 树 校 称 为 干校 ， 
见 图 13 -10. 从 图 中 可 以 看 出 ,从 如 点 出 发 到 其 他 点 共有 5 条 干 枝 ,它们 的 名 称 分 别 为 内, 人 多， 
(3, ,0 

根据 实际 工作 的 经 验 及 上 述 分 析 ,在 分 组 时 应 遵从 以 下 浇 则 : 

准则 一 :尽量 使 疝 一 干 枝 上 及 其 分 枝 上 的 点 分 在 同一 组 ; 

准则 二 :应 将 相 部 的 千 校 上 的 总 分 竺 同一 组 

准则 三 : 户 昌 将 长 的 干 枝 与 得 的 干 枝 分 在 同一 组 . 

由 上 述 分 组 准则 ,我 们 找到 两 种 分 组 形式 如 下 : 

分 组 一 :( 思 ,0D),( 加 , 同 ) ,( 晤 , 邮 ) 

分 组 二 : (中 , 轩 ) (昌吉 ) (下 ,向 ) 

显然 分 组 一 的 方法 极 不 均衡 ,本 考虑 分 组 二 ， 

对 分 组 二 中 每 组 顶点 的 生成 干 独 ,用 算法 一 求 出 近似 最 优 艇 及 相应 的 近视 路 线 . 使 用 算 荡 一 
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13.3 建 模 案例 : 景 佳 灾 情 近 视 路 络 “3215 ， 


时 ,在 每 个 子 图 所 构造 的 完备 图 中 , 取 一 个 尽量 包 会 图 13 -10 中 树 上 的 边 的 吾 圈 作为 其 第 2 步 
输 人 的 初始 圈 ， 
分 组 二 的 近似 解 见 表 13 -1. 
表 13--1 (单位 :km) 


小 组 和 名称 路 线 总 路 线 长 讶 路 线 的 总 长 度 
站 -PP_-328 -27 -26-N-24-23-22 -17-16-F-15 -了 - pe 
18 -K-21-_20-25-MH-0 
D-IL5-6L-19-7-1l-CG-13-14-H-12-F-10- 
T 241.9 S48. 5 
FI-E-7_-E-8-4-D-3-_c 
但 0_R-29_0_30-32-31-33-35-34-A-B8-1-0 125. 5 


因为 该 分 组 的 均衡 度 
DC) -wt) 241.9 一 125,5 
oo maxolC) 29 7 了 名 
所 以 此 分 法 的 均衡 性 很 莽 . 


为 改善 均衡 性 ,将 第 了 组 中 的 顶点 ,2,3,D,4 分 给 第 亚 组 ( 顶点 2 为 这 两 组 的 公共 所 ) , 重 
新 分 组 后 的 近似 最 优 解 见 表 13 -2. 
表 13 一: (单位 ,km) 


站 一 吨 -一 站 一 2 一半 一 站 一 关 一 2 一 22 一 地 一 1 一 天 15 一 ;一 ] 必 一半 
一 2 一 20 一 25 一 般 一 吕 


站 一 了 一 和 一 有 有 一 了 一 着 一 人 -一 天 一 号 一 上 一 10 一 -一直 一 下 一 14- 一 志 一 人 天 一 1 


一 j 一 19 一 二 一 和 一 5 一 2 一 已 
日 一 及 一 29 一 各 一 30 一 3 入 -一 3 一 33 一 35 一 34 一 4 一 1 一 BC 一 3 一 了 一 4 

-一 品 一 一 -一 个 
因 该 分 组 的 均 奖 度 

wt) -ott) 216.4 -191.1 
Wo maxotC) 7 2164 
i=1,2,3 
所 以 这 种 分 法 的 均衡 性 较 好 . 


问题 二 ”、 当 近视 人 员 在 各 乡 ( 镇 ) .村 的 停留 时 间 一 定 ,汽车 的 行驶 速度 一 年 ,要 在 24 h 内 完 
成 巡视 ,至 少 要 分 几 组 及 最 佳 的 巡视 路 线 . 
由 于 了 =2h,:5=1h,Y=35 kmxh, 需 访问 的 乡镇 共有 17 个 ,村 共有 35 个 . 计算 出 在 乡 (镇 ) 
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.1 。 第 13 章 行 遍 性 问题 


do oo i 
下 CO CT r 


及 村 的 总 停留 时 间 为 17 x2 + 35 =69 h ,要 在 24 b 内 完成 巡回 , 若 不 考虑 行走 时 间 , 有 : 字 <24(i 


为 分 的 组 数 }. 得 :最 小 为 4, 故 至 少 要 分 村 组 . 
由 于 该 网 络 的 乡 ( 镇 ) .村 分 布 较为 均匀 , 故 有 吕 能 找 出 停留 时 间 尽 量 均 衡 的 分 组 , 当 分 4 组 


时 各 组 停留 时 间 大 约 为 守 =17.25 h, 则 每 组 分 配 在 路 途上 的 时 间 大 约 为 


24 -17.25 =6,73b 


而 前 面 讨论 过 ,分 二 组 时 有 个 总 路 程 599.8 km 的 巡视 路 线 , 分 4 组 时 的 总 路 程 不 会 比 599.8 km 
大 太 多 ,不妨 以 599.8 km 来 计算 , 路 上 时 间 约 为 "3 = 17 h ,车 平 均 分 配给 4 个 组 , 则 每 个 组 
约 需 


二 _4 25h <6.75h 


故 分 成 4 组 是 可 能 办 到 的 . 

现在 尝试 将 顶点 分 为 4 组 . 分 组 的 原则 : 除 遵从 前 面 准 则 一 .二 .三 外 ,还 应 遵从 以 下 准则 : 

准则 四 :尽量 使 各 组 的 停留 时 间 相 等 

用 上 述 原 则 在 图 13 -10 上 将 图 分 为 4 组 ,同时 计算 各 组 的 停留 时 间 , 然 后 用 算法 ~- 算出 各 
组 的 近似 最 佳 扒 销 员 近 回 ,得 出 路 线 长 度 及 行走 时 间 , 从 面 得 出 完成 巡视 的 近似 最 佳 时 间 . 用 算 
法 一 计算 时 ,初始 圈 的 输入 与 分 :组 时 同样 处 理 . 

这 4 组 的 近似 最 优 解 见 表 13 -3 


唐 13 -3 ( 路程 单 位 :km 时 间 单 位 :hh 


加 路 线 | 停留 | 行走 | 完成 巡视 
组 名 首长 度 | 时 间 | 时 间 | 的 总 时 间 


站 一 2 一 5 一 1 一 了 一 第 一 8 一 太一 1 一 人 一 12 一 下 一 税 一 一 10- 一 天 一 


[ 22, 59 
9 一 着 一 全 一 有 一 各 一 和 一 全 
人 一 | 则 一 芍 一 和 一 30 一 要 一 28 一 27 一 2 一 克 一 24 一 23 一 22 一 i 
1 21. 69 
一 16 一 迁 一 | 一 艇 一 中 一 启 一 26 一 P 一 0 
N25 27021— KB i514—13— 7119—1—|6|— 
四 一 村 一 25 一 20 一 241 一 天 一 18 了 el wy 


发 一 站 


一 一 一 局 一 一 TT 


0O—R—A—33—31—32—35—34—8—1—C—3—D—4 一 革 一 一 


IV 同一 0 


上 6 4. 74 22. 174 


上 表 中 符号 说 明 :如 有 底 纹 的 表示 前 面 经 过 并 停留 过 ,此 次 只 经 过 不 需 停 留 ;: 加 框 时 表示 些 
点 只 经 过 不 停留 
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13,4 习 是 -217 . 
PO 
谱 分 组 实际 均衡 度 au = 和 = 二 . 62%， 
可 以 看 出 , 表 13 -3 分 组 的 均衡 度 很 好 , 且 完 全 满足 24h 完成 巡视 的 要 求 ， 
13.4 司 是 


1. 求 图 13 -11 有 所 示 图 的 欧 拉 驱 加 


图 13 一 11 


2. 求 图 13 - 12 所 水 网 络 的 最 佳 巡 回 . 
3. 求解 如 下 TSP 问题 ,距离 矩阵 DD 如 下 : 
wm 34 2 50 59 


59 67 60 13 & 
4. 有 四 个 工件 等 待 在 同一 台 机 器 上 如 工 , 若 恕 工 的 先后 次 序 可 以 任意 ,各 工件 之 间 的 调整 
时 间 如 下 表 , 试 确定 最 优 加 工 顺序 . 
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第 14 章 网 络 流 问 题 


14.1 网 络 及 网 络 访 


现实 生活 中 ,人 们 经 营 见 到 一 些 网 络 , 如 铁路 网 , 公 足 网 、 通 信和 网 、 运 输 网 等 等 这些 网 络 有 
一 个 共同 的 特点 ,就 是 在 网 络 中 都 有 物资 、 人 或 信息 等 某 种 量 从 一 个 地 方 流 向 男 一 地 方 ,如 何 实 
排 这 些 量 的 流动 届 便 取得 最 大 效益 是 一 个 很 有 意 交 的 实际 癌 题 . 

定义 1 称 入 ={F,E,c,X, 了 为 一 个 网 络 , 如 果 

(1) =( YI) 是 一 个 有 加 图 ; 

(2) ce 是 EE 上 的 非 负 消 数 , 称 为 容量 负数 ,对 每 条 边 。,cte) 称 为 边 e 的 容量 :; 

(3) 对 与 了 是 VY 的 两 个 非 空 不 相交 子 集 ,分 别称 为 6 的 发 点 集 与 收 点 集 ,1=VACXUT 了 站) 称 为 G 的 
中 间 操 集 . 计 的 项 后 称 为 发 轧 或 源 , 了 的 顶点 称 为 收 点 或 汇 ,i 的 项 点 称 为 中 间 后 . 

若 |X|>1,|Y| >1, 称 六 为 多 源 多 汇 网 络 ; 阁 | 了 | =1,1Y|=1, 则 称 为 单 源 单 汇 网 络 ， 

定义 2 设 入 是 一 个 网 络 ,f 是 玉 上 的 非 负 省 数 , 如 果 

(1) Oe}e cte) ,eerk,; 

(2) es fe) = Pe = 了 ， 


其 中 NN (wv) 表示 4 的 所 有 出 强 的 集 , 和 NN (5v) 表 示 4 的 所 有 人 骂 的 集 , 则 称 f 是 网 络 刘 的 一 个 流 ， 
放 e) 是 边 。 的 流量 . 条件 (1) 称 为 容量 约束 ,来 示 通 过 边 的 流量 沾 能 超过 该 边 的 容量 ;条 件 (2) 称 
为 守恒 条 件 ,表示 在 每 个 中 间 点 , 流 进 与 流出 该 顶点 的 总 流量 相等 , 即 保持 中 间 点 的 流量 平衡 . 


,1 u 3 J 


图 14-1 网 络 友 网 络 流 


例 1 图 14 -1 表示 一 个 网 络 及 网 络 流 ,其 中 发 点 集 
下 二 
收 筷 集 


Y 
中 间 ] 点 集 
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14.1 网络 及 网 络 流 -219 . 
T= 19002903 04 
每 笨 弧 上 的 前 一 个 数 宇 表示 容量 ,后 一 个 数字 表示 流量 . 
证 4c 上 引信 记号 
1°(4)= 5 fe) 
让 M+{ 相 1 
f°(4)= 5 fe) 
-EM {站 1) 
则 守恒 条 件 可 写 为 


fF 《ay =f (vv),vel 

显然 , 任 一 网 络 至 少 在 在 一 个 流 , 如 零 流 (ff(e) =0 ,ee 中). 

定 必 3 设 / 是 网 络 NN 的 一 个 流 ,4CV, 则 称 f (4) -了 {4) 为 流出 4 的 净 流 量 , 称 (4) 
-了 【4) 为 流入 4 的 净 流 量 . 

显然 , 流 人 流出 任何 中 间 点 的 净 流 量 为 0. 

引 理 设 了 是 网 络 六 的 一 个 流 , 则 
fF (KX)} -fF (X)} =f (YY) 一 了 《了 
即 流 出 发 点 集 革 的 兆 流 量 等 于 流 人 收 点 集 了 的 净 流 量 . 

定 尽 4 设 / 是 网 络 六 的 一 个 流 , 则 的 流 的 价值 val 定义 为 

val f=/ (4A) -fF (XX) 

即 流 的 剧 值 是 发 点 集 的 流出 量 , 也 是 收 点 集 的 流入 量 . 

例如 ,图 14 -1 中 网 络 六 的 流 的 价值 为 

val F=f(x 0) + Fxsv) +t AE) + A x, ,Lu,) 
= 7) + A ) +t Ad ) + HAD ,3), 
=0 
任何 一 个 网 络 入 = (VY,E,c,XX, 了 ) ,都 等 价 于 单 源 单 汇 网 络 , 记 为 
N’ = {VB ,ee',s,t) 

(1) 让 = VUt1s,ti,s 与 1 分 别 是 N' 的 发 点 与 收 点 ， 

(2) 是 =EUt(s,x) lxe XIU!(Y,t) |ye rl. 

(3) c' =cle),eeFEyc (sx) = mom Xe yi) =wm ,yy EY. 

在 解决 实际 问题 时 , 常 把 多 源 多 汇 网 络 转 化 为 单 源 单 汇 网 络 . 例如 图 14 -1 所 示 的 网 络 等 
虱 于 图 14 -2 所 示 的 单 源 单 汇 网 络 . 


图 14-2 音源 单 沪 网 络 
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， 220 ， 党 14 章 网 络 流 问 题 


so 


对 于 单 源 单 汇 网 络 N= (TV,E,e,s,t) ,有 
val f=f° (8) =f- (1) 


在 图 14 -2 中 ， 
val fF =f(s,x ) + fH(s, x,) 
= 天 it + HAY) + HY ,tL) 
=6 
今后 讨论 的 网 络 没有 特殊 说 明 均 指 单 源 单 让 -网络 ， 下 面 介绍 网 络 流 的 应 用 . 


14.2 最 大 流 问 题 


在 许多 实际 问题 中 ,前 涉 太 虹 大 流 问 题 。 如 茶 迷 和 矿 通 过 这 输 网 络 将 煤 运 送 到 茶 城 市 ,其 最 大 
运送 量 是 和 多少 等 ， 本 三 介 绍 最 大 流 问 题 肥 与 之 相关 的 最 小 割 问 题 . 


14.2.1 定义 
定 光 1 设计 ={V,E,c,s,t) 是 一 个 网 络 ,f 是 一 个 流 , 夺 不 存在 流 f', 使 
val f > valf 


则 称 了 为 访 的 最 大 流 : 
若 4CV,seA,teA4=V-44, 灿 


(AAY =N' (A) 
称 为 网 络 六 的 一 个 荐 ,条 
cap{A,A} = YY iecte)lee (dA,A)! 


称 汶 割 (4,44) 的 容量 , 设 天 基 一 个 寡 , 背 不 存在 制 K', 使 
cap RK" < cap KE 
则 称 下 六 六 的 三 小 制 . 
注 ; 制 是 和 4 到 4 的 有 向 弧 组 成 的 . 


14.2.2 最 大 流 与 最 小 割 的 关系 


定理 1 设 / 是 网 络 NN 的 流 ,{4,4) 是 一 个 割 , 则 

(1) va f=f° (4) - 广 (4)1 

(2) val fcap( A 4， 

定理 2 设 了 是 流 , 上 是 割 , 若 val f= cap 天 , 则 了 是 最 大 流 ,天 是 最 小 割 . 
定理 3 网 络 六 的 最 大 流 的 价值 等 于 最 小 才 的 容量. 


14.2.3 增 广 链 及 最 大 流 算 法 
定 久 2 符 了 为 网 络 丰 上 的 一 个 流 , 对 ee 万 ， 
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14.2 晤 大 浓 问 题 + 221 。 


(1) 若 拟 e) =cle), 则 称 e 为 的 饱和 味 ; 

(2) 车 Fe) <cle), 则 称 e 为 的 不 饱和 缀 ; 

(3) 若 fle) > 0, 则 称 e 为 了 的 正 纪 ; 

(4) 二 六 e) =0, 则 称 e 为 了 的 堆 强 ， 

定 兴 3 车 PP 是 网 络 育 中 愉 发 点 :到 收 点 i 的 一 条 初等 链 ( 点 、 边 不 重复 的 有 向 路 } ,定义 链 
的 方向 为 从 s 到 tt, 则 链 上 的 弛 { 有 向 边 ) 分 为 两 类 ;一 类 蚌 强 的 方向 与 链 的 方 问 一致 ,叫做 正 辣 
弧 ; 另 一 类 弧 与 链 的 方向 相反 ,叫做 反 向 疆 ， 正 向 耿 的 全 体 记 为 中” , 反 向 弧 的 全 体 记 为 P 

设 世 忆 ) = min i(e) ,其 中 


cfe)y -fle), eeP’ 
[fe), e eP- 


车 (P=0, 刚 称 链 P 为 -饱和 链 ; 车 TP) >0, 则 称 链 P 为 了 - 非 饱 和 和 链 . 

定 兴 4 设 f 是 一 个 流 ,P 是 :到 :的 一 条 链 , 若 了 满足 下 列 条 件 ; 

(1) 在 弧 eeP* 上 ,0<f(e) <cfe), 即 王 中 每 一 条 弧 都 是 非 饱和 绪 ; 

(2) 在 驱 esPp 于 ,0 <fle) 专 c(e), 即 P 中 每 一 条 弧 都 是 非 零 强 ， 
则 称 P 为 关于 流 了 的 一 条 增 广 链 . 

显然 ,一 条 上 - 增 广 链 就 是 一 条 从 发 点 s 到 收 点 1 的 了 - 非 饱 和 和 链 . 在 网 络 中 存在 一 条 
f- 增 广 链 ,表明 了 不 是 最 大 流 . 事实 上 , 沿 着 P 附加 上 流 i(P), 便 得 到 一 个 新 的 流 了 ', 其 定义 
如 下 :; 


tCe) 


fle) +I(P), eeP: 
f (le) = fe -UP), eeP 
fe), 其 他 


对 于 这 个 新 的 流 ,有 val f=val f+i(P) , 称 为 基于 P 的 改进 流 ， 我 们 有 : 

定理 4 了 是 网 络 N 的 最 大 流 的 充 要 条 件 是 六 不 含 fF- 增 广 链 . 

此 定理 给 出 了 求 最 大 流 的 基本 思想 和 方法 

最 大 流 算 法 的 基本 思想 : 

判 曾 网 络 入 中 当前 给 定 的 流 丰 初始 时 , 取 f 为 零 流 ) 是 否 存 在 增 广 链 , 硅 没有, 则 该 流 f 为 最 
大 流 ; 否 则 , 求 出 了 的 改进 流 7', 把 f' 看 成 ,再 进行 判断 和 计算 ,直到 找到 最 太 流 为 止 . 

算法 (标号 法 ): 

1. 对 任意 的 强 e = (xz,7) eE, 置 所 x,yY) =0; 标 发 民力 (3 ,%), 令 站 = % 

2. 车 点 * 已 标 导 , 则 对 与 x 相 邹 的 未 标号 的 点 7, 按 下 法 标号 ; 

a. (x,r) eB, 人 AT,Y) set 7) 时 ， 令 


5, =minte(tx,y) ~ F(x, 7) ,8, | 


给 y 标 (x ,8,); 当 太 x,yY) =c(x,7) 时 ,不 给 YY 标号 . 
b. (yyx) cE, 当 扩 Y,x) > 0 时 , 令 


56, = min | f(y,x) ,6,| 
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给 y 标 (x” ,86,); 当 碎 y,x) = 0 时 ,不 给 y 标 号 . 

3. 重复 2 直至 收 臣 1 被 标号 或 不 存 古 可 标 叶 的 尺 . 者 上 航标 号 , 则 转 4; 者 上 不 能 币 标 叶 且 不 
存在 可 以 标 导 的 点 , 则 停止 ,输出 大. 

4， 人 全 下 二 起 


5. 者 的 标号 为 (s ,6,), 则 令 


fvu) = fv nu) +6, 
若 & 的 标号 为 (z ,6 ) , 则 令 


flipu) =fv,u) -8 
6. 车 v=s, 则 去 掉 除 发 点 :的 所 有 点 的 标 导 , 转 2; 否 则 令 w=v, 转 5. 
算法 的 第 2 -3 步 为 标号 过 程 ,第 4 ~6 步 为 增 流 过 程 . 标号 (x" ,6,) 表 示 从 zz 流入 YY 的 流 可 
增加 6,,(x ,5,) 表 示 从 Y 流 人 x 的 流 可 减少 5.,(s ,om ) 表 示 发 点 可 提供 任意 多 的 流量 到 别 
的 点 . 
算法 终止 后 , 令 已 标号 的 点 的 集合 为 5S, 则 割 (5,5) 即 为 最 小 制 ,从 而 最 大 流 的 流量 
val f=cap{ 与, 号) 
例 1 求 图 14-3 中 网 络 入 =(V,E,c,s,t) 的 最 大 流 . 
解 (1) 对 所 有 (x,yY) e EE, 令 fx,yY} =0, 如 图 
14 -4(a) 各 边 的 第 二 个 数 . 标 为 (5”,o ). 
(2) 对 5 的 邻接 点 4, 标 (s” ,3)， 这 里 因 s 指向 a, 旋 ， 
1 的 上 标 为 +， 又 
8, =miniw ,cl(s,a) 一 大 sa)| 


= minjio ,3 -0! 
二 了 图 14 一 3 
同 理 ,对 ; 的 邻接 点 5, 标 (s ,4) ,如 图 14 -4(a). 
(3) 对 与 a 相 邻 的 点 c, 标 (oe' ,3); 与 $8 相 邻 的 点 dd, 标 (5" ,3) ;与 c 相 邻 的 点 二 , 标 (e” ,3). 
此 时 辣 =3, 加 时 得 增 广 链 sact ,如 图 ]4 一 4{tb}). 
将 边 (s,a)、{a,c) 和 (ce,it) 各 边 的 流量 增加 5.( 即 3), 再 去 掉 各 点 ( 除 s 点) 的 标号 ,得 图 
l]4—4(c), 
(4) 由 图 14 -4(c) 重 新 标号 得 图 14 -41d) ,路 sbdi 为 增 广 链 ,5, =3, 再 将 此 路 中 各 边 的 流 
量 增加 了 后 删 去 标号 得 图 14 -4(e). 
{5) 同 理由 (e) 得 (人 再 得 (g) ,由 (8g) 得 最 大 流 val f=?7. 


14.2.4 最 大 流 问题 的 推广 


现实 问题 中 的 网络 ,不 但 边 有 容量 ,而 且 点 也 有 容量 . 例如 运输 网 络 中 表 中 转让 的 点 vz, 扩容 
量 c(z) 可 表示 该 中 转 站 能 容纳 的 货物 的 数量 ， 对 点 有 容量 的 网 络 入 ,流明 数 寿 满足 对 一 扣 v, 流 
人 了 的 流量 之 和 等 于 流出 ”的 流量 之 和 ,并 且 小 于 等 于 ef?) , 则 可 将 入 化 为 大 点 无 容量 的 网 络 问 
题 ,其 方法 为 : 

1. 将 点 4 分 成 其 个 后 vi 号 加 
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图 14 -4 


2， 作 新 边 (v ,0 , 令 cv 0) =c(v)， 
3. 将 原 图 中 所 有 形 如 {x,t) 的 边 改 为 (x,v') ,所 有 形 如 (ws,Y) 的 边 改 为 (vw*,Y). 类 似 可 将 点 
x 以 及 所 有 顶 扎 苇 化 为 无 容量 顶 所 . 


14.3 最 小 费用 流 问 题 


14.3.1 可 行 流 
在 有 些 实际 问题 中 ,网络 图 不 仅 应 考虑 流量 ,而 且 记 考虑 费用 . 即 网 络 中 的 每 条 边 与 两 个 数 
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对 应 ,其 中 一 个 数 表 孙 容量 ; 男 -个 数 表 示 运 送 单位 流量 所 而 费用 等 ,我 们 来 讨论 这 种 网 络 的 流 . 
定 兴 1 设 译 = (VY,E,b,c,s,t) 是 每 边 具 有 两 个 上 正 负 权 的 网 络 ,f 是 定义 在 上 的 实 值 隔 数 , 满 足 
(1) 对 任意 的 (x,yY} se 记 , 有 

让 YY) EAN) Eelx,y) 

其 中 bx ,7) ,cL(%,7) 均 为 边 (, 让 的 权 ; 

(2) 对 所 有 中 间 点 #2, 恒 有 六 (#) = 六 (v)， 

则 称 f 为 的 可 行 流 . 
普通 网 络 中 的 流 总 存在 ,如 零 流 . 而 网 络 入 = 人 V, 记 ,b,ce,s,4) 的 可 行 流 就 不 一 定 存 在 ,例如 图 

14 -5 所 示 的 网 络 不 存在 可 行 流 , 因 为 多 放流 进 a 的 最 大 流 为 a 

4 ,而 流出 a 的 流量 至 少 应 为 6. 


14.3.2 求 最 大 可 行 流 的 算法 


类 似 上 节 , 也 有 标号 算法 : 
1. 求 初始 可 行 流 扩 各 和 存在 , 则 标 发 点 为 (5 ，%), 令 
5,=% , 转 2; 否 则 停 上 . 
2， 若 点 x 已 标号 , 则 对 与 x 相 邻 的 所 有 未 标号 的 后 站, 按 图 14 -5 
于 法 标号 : 
a 车 大 zyJ< esy) 令 
0， 


= minletx,y) —- A(x,Y) ,6,! 
给 7 大 标 人 xx” ,6,) ;当真 x,y) =e(x,Y) 时 ,不 给 7 标号 ; 
b. 若 站 YY,x) >6(yY,X), 令 
6, = mindf(y,x) -b(ty,x) ,6,1 

给 y 标 (4”,5,). 

以 下 同 求 最 天 流 的 算法 第 3 了 3-~6 步 ， 

以 上 算法 的 基本 思想 与 求 最 大 流 的 算法 相同 ,只 不 过 求 最 大 流 是 从 零 流 出 发 找 增 广 链 ,而 求 
最 大 可 行 流 算法 是 从 初始 可 行 流出 发 找 增 广 链 ， 


14.3.3 初始 可 行 流 的 构造 


为 求 初始 可 行 流 , 将 网 络 入 = (TF,E,b,c,s,!) 转 化 为 每 边 仅 有 一 个 权 的 网 络 入 "= (V ,EE ， 
c ,s”,t") ,其 中 : 
1. 点 集 V” =VUis',t" |, 其 中 s" 是 N" 的 唯一 发 点,t 是 NN 的 唯一 收 点 . 
2， 边 集 百 " = 四 UTC UE,, UE., ,其 中 
E, =|(s ,7). | tx,) e Ei 
E, =1(x,t"),! (x,y) e Ei 
3， 边 权 的 定 余 ; 
a. 对 (x,y) EE,e C(x,y) =c(tr,y) -L(x,y): 
be (tf,s}= oo 
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ce. 对 {s ,y) EER ce (ss  ,Y) =b(x,7); 
d. 对 (wt ), EB, ce (rf ) =btx,y). 
定理 网 络 训 中 存在 可 行 流 的 充 要 条 件 是 闪 " 中 存在 使 已. 中 的 所 有 边 都 饱和 的 最 大 流 ,其 
中 流 f 人 饱和 边 (*,y) 是 指 fx,y) = ex) 
求 初 贻 可 行 流 的 步 坚 : 
1. 由 交 构 造 广 ,下 将 关 简 化 ,即将 训 中 两 端点 均 相 同 的 边 合 并 为 一 条 边 ,被 合并 的 迪 的 
守 量 相 可 作为 合并 后 的 边 的 容量 . 
2. 用 标号 法 求 NW 的 最 大 流 广 ， 
3. 检查 外 ,的 边 是 否 忽 和 ,车 存在 不 饱和 的 边 , 则 停止 (不 存在 可 行 流 ) ;否则 继续 . 
4. 对 (x ,y) e ECN), 令 所 x ,7) = 了 《x,y) +b(x,Y) 得 入 的 初始 可 行 流 . 


14.3.4 最 小 费用 流 


第 11 章 讨论 了 无 辐 图 中 求 最 短路 的 算法 ,此 算法 也 适用 于 有 向 图 ， 特别 好 ,车 将 图 中 的 边 
权 取 为 费用 , 则 最 短路 转化 为 最 小 费用 通路 ,而 实际 问题 中 ,我 们 考虑 的 网 络 , 要 使 流 值 一 定 的 
情况 下 ,费用 尽量 小 ， 

例 1 几 14-6ka) 所 太 的 网 络 , 每 条 边 工 第 一 个 数 表 示 容 量 , 第 二 个 数 表 示 单 位 费用 ， 
图 14 -64bikce) dy 中 分 别 给 出 了 流 值 为 4 的 3 个 流 , 每 条 边 上 的 3 个 数 从 左 到 右 分 别 表示 
边 的 流量 ,容量 与 费用 .三 个 网 络 的 总 费用 分 别 为 28,24 与 15, 换言之 , 流 值 相 同 ,而 费用 却 不 
同 , 问题 是 如 何 求 最 小 费用 流 ? 


本 全 Ho 


， + », 3.3 1 网 
4 a 
1 0.3,6 l | 0,3,6 i 


(ey (d) 


图 14-6 
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最 小 费用 流 问 题 络 定 网 络 六 ,已 知 总 的 流 值 为 val 六 回 如 何以 最 小 费用 将 量 为 val 的“ 物 
咒 " 从 发 点 三 送 到 收 点 
设 wi ,c(i 让 和 六 i 站 分 别 表示 边 (i, 门 的 单位 流 费 用 容量 和 流量 ,val f=4, 则 上 述 问 题 
的 模型 为 : 
min > w(iif(i,) 


{rts} er 
其 中 让 应 满足 约束 :对 任意 的 (i,7) e ,有 
外， 上 二 3 
> AD 门 - > 了 HiDD=10 izs, 
一 由 ， Ei=t 


注 :[1] 若 val /为 最 大 流 , 则 问题 为 最 小 费用 最 大 流 问 题 { 通 常 简称 为 最 小 费用 流 问 题 ). 
[2] 车 valf 大 于 最 大 流 , 则 问题 无 解 . 

最 小 费用 流 问 题 的 算法 

1. 求 发 点 8 到 收 点 :的 最 小 费用 通路 P{s,t) , 记 该 通路 的 边 集合 为 ECP). 

2. 给 P(s,t) 分 配 最 大 可 能 流量 f=miniclx,y)1(x,y) eE(P)|. 对 所 有 的 (x,y) e E(P)， 
邻 c(x,y) =c(x,y) -及 ;对 E(P) 人 饱和 的 边 , 将 单位 费用 流 改 为 w , 且 当 * 或 ys 或 1 时 ,将 饱和 
边 (x,Y) 误 为 反 回 边 (Y,x), 令 

chy xr) = WYX) = 一 地 (和 

构成 新 网 络 . 

3. 在 新 网 络 中 重复 1 ~2, 直 至 从 发 点 到 上 收 点 的 流 值 等 于 A 或 再 找 不 到 最 小 费用 通路 (此 时 
为 最 小 费用 最 大 流 ). 

例 2 求 图 14 -7 网 络 中 的 最 小 费用 流 . 图 中 每 边 上 第 一 个 数字 是 容量 c(i,j) = ec ,第 二 个 
数字 是 单位 流 费 用 wi, 站 . : 


图 14 -7 


解 (1) 求 ;到 + 的 最 小 费用 通路 sbai, 如 图 14 -8(a). 单 位 费用 和 
WW + 和 ,二 1+2+1=4 
本 路 径 中 司 分 配 的 最 大 流 六 =11 ,边民 和 ， 

(2) 在 上 述 最 小 费用 通路 中 的 每 边 的 ,中 减 去 11, 去 掉 边 (aa), 作 反 向 边 (e,5), 且 
cta,b) = 万:u0a:p)y = -2, 如 图 14 -8(b). 在 新 网 络 中 求 最 小 费用 通用 sat,ws, + wa, =5,f =3， 
边 (a,t) 已 和. 

(3) 在 sat 路 中 ,每 边 的 容量 减 3,w。 = om ,如 图 14 -8(c)， 求 最 小 费用 通路 sbci, 单 位 流 费 
用 和 为 6, =5, 边 (s,8) 人 饱和 . 
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图 14 一 包 


(4) 在 sc 路 中 ,每 边 的 容量 减 5,u = w ,如 图 14 一 8(d). 在 (dj 中 ,最 小 费用 通路 为 sabet， 
单位 流 费 用 和 为 4+《 -2) +3+2=7, 记 =3, 边 (ce, 让 候 和 . 

(5) 在 sabct 路 中 ,每 边 的 容重 践 3,w。= w ,如 图 14 ~8(e). 在 (e) 中 再 也 找 不 到 :到 的 最 
小 费用 通路 ,算法 结束 . 

综合 以 上 结果 ,网 络 中 流 的 分 配 如 图 14 -8 全， 

于 是 ,从 :到 :的 汶 为 ;: 

valf = 1l+3+3+3 = 22 
最 小 性 用 为 ， 
Bxd4+l4x1l1+16x1+%x2+8x2+8x3+0x6 = 110 


14.4 司 是 


1. 求 图 14 -9 所 示 网 络 的 最 大 流 , 边 上 的 数字 是 边 容量 . 

2， 一 制造 商 需 要 把 两 个 车 间 D,,D, 生产 的 同类 商品 通过 运输 网 络 输送 到 三 个 销售 所 于 
1, ,及 ,去 ,如 图 14 - 10 所 示 . 设 各 销售 点 计划 销售 量 分 别 为 10,8,8, 癌 网 络 的 运输 能 力 能 否 清 
足 这 一 要 求 ? 两 个 车 间 生 产 数量 多 少 最 为 恰当 ? 
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图 14 -1 


3. 7 种 设备 要 用 5 架 飞 机 运往 日 的 地 ,每 种 设备 各 有 4 台 , 这 5 架 飞 机 的 容量 分 别 为 8,8,5， 
4 ,4 台 , 问 能 否 有 一 种 小 载 法 ,使 回 一 种 类 型 的 设 剖 不 会 有 有 两 癌 在 同一 架 飞 机 上 . 
4. 设 有 王 二 , 张 三 、 李 四 ,起 五 四 人 及 小 提琴 .大 提琴 、 锦 琴 和 青 他 四 种 乐器 ,已 知 四 人 的 特 
长 如 下 : 
王 二 擅长 拉 大 提琴 和 弹 钢 琴 ; 
张 三 擅长 拉 小 提琴 、 大 提琴 和 吉他 ; 
李 四 擅 长 往 小 提琴 和 大 提 棒 ; 
赵 五 只 会 弹 击 他 ， 
今 假 设 四 人 同 台 演出 ,每 人 秦 一 种 乐器 , 问 四 人 现时 各 。 4 3 nl 


演奏 一 种 乐器 时 所 有 可 能 的 方案 , 试 把 此 问题 化 为 最 SR 

大 流 问题 . 
5, 求 图 14 - 11 的 流 值 为 5 的 最 小 费用 流 
6. 某 厂 有 2 个 奉 间 -一 -部 件 车 同 与 组 装 车 间 , 先 1 > 

由 部 件 车 间 生 产 部 件 ,再 由 组 装 车 间 组 装 成 成 品 ， 部 

件 车 间 每 月 最 多 生产 10 个 部 件 , 其 产品 送 人 库房 ,每 

月 初 组 装 车 则 到 库房 领取 部 件 ,预见 今后 5 个 月 对 部 

件 的 需求 量 与 后 产 每 个 部 件 所 耗 工时 如 表 14 - 1， 假 和 
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一 


宇 开 始 和 第 5 个 月 月 末 的 库存 数 都 是 零 ,试用 网 络 方法 求解 下 列 问题 . 
(1) 列 出 工时 最 少 的 部 件 生 产 计 划 ; 
(2) 右 库 嚼 容量 为 9 个 部 件 , 试 列 出 工时 最 少 的 部 件 生 产 计 划 . 
表 td4 -1 
日 


RR | | 7 
INC | WH | i 0 


* 229. 


fs 


Tr "rr. 
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第 1 章 数据 的 统计 描述 和 分 析 


数理 统计 学 是 以 概率 论 为 基础 ,从 实际 观测 资料 出 发 ,研究 如 何 合 理 地 搜集 资料 (数据 ) 来 
对 随机 变量 的 分 布 函数 .数字 特征 等 进行 估计 .分 析 和 推断 . 更 具 依 地 说 ;数理 统计 学 县 研究 从 一 
定 总 体 中 随机 抽出 一 部 分 ( 称 样本 或 子 样 ) 的 茶 些 性 质 , 以 此 对 所 研究 总 体 的 手 计 作出 推测 性 网 
判断 . 


15.1 统计 的 基本 概念 


15.1.1 总 体 与 样本 


直观 地 说 ,我们 所 研究 对 象 的 全 体 叫 做 总 体 . 而 组 成 总 体 的 每 个 单元 叫做 合体. 例如 ,我们 研 
完 一 万 件 某 种 球形 产品 的 直径 是 否 符 合 设计 标准 20mm, 这 一 万 个 数据 的 全 体 就 是 一 个 总 体 ,而 
某 一 和 侍 产 品 的 直径 是 一 个 个 蛋 . 

任何 一 个 总 体 ,都 可 以 用 一 个 随机 变量 来 措 述 它 . 所 以 , 总 体 就 是 一 个 带 有 确定 概率 分 布 的 
随机 变量 ,总 体 的 概率 分 布 就 是 该 随机 变量 的 概率 分 布 . 用 六 .了 、Z# 等 表示 总 体 . 

为 了 对 总 体 王 的 分 布 律 进行 各 种 所 需 的 妍 究 ,就 必须 对 总 体 进 行 抽 样 观察 ,根据 抽样 观察 
所 得 结果 来 推断 总 体 的 性 质 . 这 种 从 和 总体 到 中 押 取 和 寿 于 个 体 来 观察 某 种 数量 指标 区 的 取 值 过 
程 , 称 为 抽样 . 

从 一 个 总 体 和 于 中 ,随机 地 抽取 zn 个 个 体 羡 ,，,… ,下 ,( 例 如 ,在 一 万 件 产品 中 抽取 50 件 ) ,这 
样 最 得 的 { 天) 称 为 总 尿 王 的 一 个 样本 , 样本 中 个 体 的 数目 靖 称 为 样本 容量 . 样本 (XX,， 
X ,是 一 个 站 维 随机 变量 ,一 次 抽取 的 结果 是 兽 个 具 昼 的 数据 (xxa ,xs), 称 为 梓 本 
(下 的 一 个 观测 值 ,简称 样本 观测 值 . 一 般 来 说 ,不 同 的 抽取 (每 次 取 rn 个) 将 得 到 不 
同 的 样本 观测 值 ( 即 两 批 不 同 的 x 个 数据 ). 

从 和 总体 中 抽取 样本 ，- 释 应 满足 下 述 砚 个 条 件 : 

《1) 随机 性 , 即 对 于 每 一 次 抽样 ;总体 中 每 一 个 个 体 都 有 同样 的 机 会 被 抽取 . 

(2) 独立 性 , 即 每 次 抽取 的 结果 缀 不 影响 其 他 各 次 抽取 的 结 朵 ,也 不 受 其 他 各 次 抽取 结果 的 
影 吊 ， 

这 种 随机 的 .独立 的 抽样 方法 称 为 简单 随机 抽样 ,由 此 得 到 的 样本 称 为 简单 随机 样本 . 

简单 地 说 ,统计 的 任务 是 由 样本 推断 总 体 . 亿 是 如 果 对 总 体 一 无 所 知 ,推断 就 很 困难 , 通常 的 
做 法 是 ,可 以 根据 革 种 理由 或 经 验 假定 总 体 所 服从 的 概率 分 布 的 形式 ,而 只 要 由 样本 推断 总 体 概 
率 分 布 中 的 若干 参数 ， 


15.1,.2 统计 量 
样 闪 是 总 体 的 代表 及 反映 . 但 在 抽取 样本 后 ,并 不 直接 利用 样本 的 一 个 观察 值 进行 推断 ,而 
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需 对 这 些 值 进行 一 番 加 工 ,提炼 . 把 样本 中 所 和 包 会 的 我 们 关心 的 事物 的 信息 集中 起 来 ,这 便 是 针 
对 不 同 问题 构造 样本 的 某 种 函数 ,这 种 不 包含 来 知 参数 的 样本 隔 数 称 为 统计 量 . 

对 容量 为 冲 的 梓 本 (4 到 ) ,其 稍 用 的 统计 量 如 下 : 

1. 表示 位 置 的 统计 量 一 一 平均 值 和 中 位 数 


平均 值 (或 均值 ,数学 期 望 ) :了 = 上 > 天 


中 位 数 : 将 数据 由 小 到 大 排序 后 位 于 中 间 位 置 的 那个 数值 . 
2， 表示 变异 程度 的 统计 量 一 -一 标准 着 .方差 和 极 差 


标准 差 :; = [一 (X,- 了)*] , 它 是 各 个 数据 与 均值 偏离 程度 的 度量 


方差 :标准 差 的 平方 . 
极 差 :样本 中 最 大 值 与 最 小 值 之 差 . 
3， 表 示 分 布 形状 的 统计 量 一 一 仿 度 种 峰 度 


信 度 :g， = 证 (XK -X)?， 峰 度 :8; = 二 六 (下 四; 


偏 度 反 映 分 布 的 对 称 性 ,g, >0 称 为 右 篇 态 , 此 时 数据 位 于 均值 右边 的 比 位 于 左边 的 多 ; 
gi <0 称 为 左 偏 态 ,情况 相反 ;而 8 接近 0 则 可 认为 分 布 是 对 称 的 . 

峰 度 是 分 布 形状 的 另 一 种 度量 ,正太 分 布 的 峰 度 为 3, 行 8 比 3 大 很 多 ,表示 分 布 有 膏 重 的 
尾巴 ,说 明 样 本 中 售 有 较 多 远离 均值 的 数据 ,因而 峰 度 二 用 作 衡 量 俩 府 正 态 分 布 的 乒 度 之 一 . 


4. 上 阶 原点 答 :V = 一 于 
5. 上 阶 中 心算 :Ui = 上 (站 -下 


15.1.3 分 布 函数 的 近似 求法 


设 开 是 一 个 随机 变量 ,车 总 体 分 布 未 知 , 怎 样 利用 梯 本 观测 值 x ,x;,-… ,x. 来 近似 地 求 册 它 
的 分 布 密度 函数 ? 常用 的 方法 是 直方 图 . 

设 证, ,… ,是 总 体 工 的 一 个 样本 ,又 设 总 体 芭 具有 概率 密度 f, 如 何 用 梓 本 来 推断 ? 
注意 到 现在 的 样本 是 一 组 实数 ,因此 一 个 直观 的 办 法 是 将 实 轴 划分 为 阁 于 个 小 区 间 , 记 下 诸 现 浏 
值 落 在 每 个 小 区 间 的 个 数 ,很 据 大 数 定理 中 频率 近似 概率 的 原理 ,从 这 些 个 数 来 推断 总 体 在 每 一 
小 区 间 上 的 密度 .下面 介绍 其 体 作法 : 

1. 整理 资料 : 把 样本 值 x ,x,,… ,x 进行 分 组 , 先 将 它们 恢 大 小 次 序 排列 ,得 r， 志 xz 志 … 寺 
xz. 在 包含 1Lxy ,*。，] 的 区 间 [a ,5 内 捅 人 一 些 等 分 点 :<x <X < sz <) 注意 要 使 每 一 个 区 
间 (xi ,x j=1,2,… ,万 一 1) 内 都 有 样本 观测 慎 7%,({i=1,2,…,n 一 1) 落 和 作 其中. 

2、 求 出 各 组 的 频数 和 频率 : 统计 出 样本 观测 值 在 每 个 区 间 (x' ,xi, ,中 出 现 的 次 数 n,, 它 就 


是 这 区 间或 这 组 的 频数 . 计算 频率 /= 一 
3， 作 频率 直方 图 :在 直角 坐标 系 的 横 轴 上 ，, 标 出 x',%!，…,x! 各 点 ,分 别 以 (zx ] 为 底 
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六 的 矩形 ， Axz' =x -xi=l2z…i-1l, 即 得 频率 直方 图 , 此 图 大 致 朱 述 了 的 概 


RE 五 取 值 落 人 人 “ 诡 边 ”的 概率 ， 

有 了 频率 直方 图 ,就 能 大 致 描绘 出 分 布 密度 曲线 ,让 帅 线 大 至 经 过 每 个 竖 者 的 长 方形 的 “上 
边 ”, 就 得 出 分 布 密度 曲线 的 大 致 模样 (例如 看 起 来 像 正 态 分 布 .指数 分 布 等 ). 

是 否 就 符合 上 面 所 假设 的 分 布 律 昵 ? 可 用 15.3 所 介绍 的 非 参 数 假 设 检验 来 进行 验证 , 尤 
其 应 用 概率 纸 是 非常 简便 易 行 的 . 然后 用 15.2 所 介绍 的 方法 对 分 布 密度 的 参数 进行 往 计 . 最 后 
用 15.3 所 介绍 的 参数 检验 的 方法 对 估计 的 参数 进行 检验 (参见 15.,4 例 11). 


15.1.4 几 个 在 统计 中 常用 的 概率 分 布 


下 面 介 绍 统计 中 几 个 常 峙 的 概率 分 布 . 
1. 正 态 分 布 Nljy ,or ) 


1 aa 
oo * 


分 布 孙 数 :F(x) = mm 居 dy. 
其 中 j 为 均值 ,oo? 为 方差 , - w <x < + wm. 特别 地 , 当 p=0,o =1 时 , 称 其 为 标准 正 态 分 布 ， 
记 为 NN(0,1) ,相应 的 密度 消 数 及 分 布 隐 数 分 别 记 为 I P(x}: 


1 _ 
(= -人 | 


正 态 分 布 是 概率 统计 中 最 重要 的 -- 种 分 布 . 一 方面 , 正 态 分 布 是 自然 界 最 常见 的 一 种 分 布 ， 
例如 测量 的 误差 .人 的 身高 .体重 .产品 的 尺寸 等 都 近似 服从 正 访 分 布 ; 男 一 方面 , 正 态 分 布 具有 
许多 良好 的 性 质 , 许 多 分 布吉 用 正 态 分 布 来 近似 ,另外 一 些 分 布 又 可 通过 正 态 分 布 来 导出 

正 态 分 布 N(0,1) 和 AN{1 ,2°) 的 密度 函数 图 形 见 图 15 - 1， 

2， 分 布 六 (#8) 

若 和 随机 变量 世 ,于 ,…， 于 相互 独立 ,都 服从 标准 正 态 分 布 N(0,1) , 则 随机 变量 

和 耶 = 着 十 天 2 十 十 下 
服从 自由 度 为 二 的 好 分 布 , 记 为 了 ~ (n)， 
xX 分 布 的 密度 确 数 图 形 见 图 15 -2 


二 一 名 < 十 的 
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x 分 布 具 有 以 下 性 质 : 

定理 1 设 x ~ (nn), 则 Ef{x ) =n,DiY) =2n., 

定理 2 (x 分 布 的 可 加 性 ) 设 xi ~ 这 (Cn) xi ~ (rm) , 且 Xt ;相互 独立 , 则 
Xi +X ~ XA Cn + n,) 

3. 分布:n) 

若 革 ~N(0,1) ,了 ~x¥ (nn) , 且 相 互 独 立 , 则 随机 变量 


Pe 


EE 
服从 自由 度 为 的 1 分 布 , 记 为 了 ~i(n)， 

:20) 分 布 的 密度 函数 曲线 见 图 15 -3, 它 和 和 (0,1) 的 曲线 形状 相似 . 理论 上 rn 一 % 时 ， 
7 ~t(n) 近似 于 标准 正 态 分 布 N(0,1). 

4. 下 分 布 Fn, ,nt,]】 

车 于 ~¥y (nn) ,了 ~x {ns), 且 相互 凶 立 , 则 随机 变量 


F= /iY 
| Rn, 


服从 自由 度 为 (n,ns) 的 下 分 布 , 记 和 作 下 ~Fln ,ny), FC10,50) 分 布 的 密度 函数 曲线 见 图 15 -4. 


| 1 
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天 有 


15.1.5 正 态 总 体 统 计量 的 分 布 


研究 数理 统计 的 问题 时 ,往往 需要 知道 所 讨论 的 统 诗 量 g (XX, ,X，,… ,XX,) 的 分 布 .一般 说 来 ， 
要 确定 某 个 统计 量 的 分 布 是 困难 的 ,有 时 甚至 是 不 可 能 的 . 然而 ,对 于 总 体 革 服从 正 态 分 布 的 情 
形 已 经 有 了 详尽 的 研究 . 

1， 单 个 正 态 总 住 统 计量 的 分 布 


设 总 体 六 ~N(p,o ) 2) 为 一 容量 = 的 样本 ,其 均值 为 二 ,标准 差 为 *, 则 有 
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(1) ~ Nin ,和 ) 或 - NCO0,1) 
卫 
(2) LE ~ itn 1) 
J 
DK)’ - 
人 


2. 两 个 正 态 总 体 的 统计 量 的 分 布 
分 别 从 总 体 革 和 总 体 了 中 抽取 容量 为 n, 和 n, 的 样本 
Ei 和, 


假设 所 有 的 抽样 都 是 相互 独立 的 ,由 此 得 到 的 样本 站:(i=1,2,… ) 柯 及 人 =1)2， :na 者 是 
相互 独立 的 随机 变量 . 设 总 体 王 ~ 上 (aei) ;总体 了 ~ NO,02), 取 自 两 个 总 体 的 样本 均值 分 别 
为 下 和 了 ,样本 方差 分 别 为 s4 和 #2, 则 有 : 


《下 一 了 ) — (A -pz ) 


(1) 一 一 一 一 一 一 ~ AN(0,1). 特别 地 ,者 0， — =5, 则 
JT! 2 
一 一 二 一 一 
nn, 
DT wo.1) 
| l 
> 
中 1 ni 
(2) r= 中 
ee 
Ni Tn» 


Cn, -1)st + (n, — 1)s 
n, +n, -2 


3 3 
Af 


(3) F- Fn -lun, -1) 
2/ 


15.2 参数 估计 


15.2.1 定 尽 

无 论 总 体 开 的 分 布 国 数 Ps ,外 ,外 ;的 类 型 已 短 或 未 知 ,我 们 总 是 需要 去 估计 茶 些 未 
知 参 数 或 数字 特征 .这 就 是 参数 估计 问题 . 即 参 数 佑 计 就 是 从 样本 (XX，,… ,站 ,) 出 发 ,构造 一 
些 统计 量 (XX,… (i =1,2,…,) 去 估计 总 体 X 中 的 菜 些 参 数 (或 数字 特征 )9,(i=1， 
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2 上). 这 样 的 统计 量 称 为 全 计量. 
对 于 未 知 参数 的 估计 可 分 为 丙种 : 


J 点 估计 :构造 (三 ,让 ”7 ,二 的 盯 数 G(X ,种 , 帮 作为 参数 0. 的 点 估计 量 , 称 统计 景 
9, 为 总 体 X 参 数 9, 的 点 估计 量 ， 

os 区 间 慎 计 : 构 造 两 个 明 数 站 【起 ， ,省 ,二 ) 种 他 类 三， 人 ;于 ,收成 区 则 ;把 (#6, ,2 作 
为 参数 品 的 区 间 估 计 . 


1s.2.2 点 估计 的 求法 


1. 知 居 计 法 

假设 总 体 分 布 中 共 含 有 个 参数 ,它们 往往 是 一 些 原 点 和 矩 或 一 些 原 点 矩 的 负数 ,例如 ,数学 
期 望 是 一 阶 原点 矩 ,方差 是 二 阶 原 点 矩 与 一 阶 原 点 矩 平方 之 差 等 . 因此 ,要 想 知 计 总 体 的 某 些 参 
数 日 (=1,2,… 尖 ) ,由 于 下 个 参数 一 定 可 以 表 为 不 超过 二 阶 原点 矩 的 函数 ,很 自然 就 会 想到 用 
样本 的 > 阶 原点 矩 去 估计 总 体 杠 应 的 r 阶 原点 矩 , 用 样本 的 一 些 原 点 矩 的 函数 去 和 帖 计 总 体 的 相 
应 的 一 些 原点 矩 的 函数 ,再 将 让 个 参数 反 解 出 来 ,从 而 求 出 各 个 参数 的 舍 计 值 . 这 驶 是 矩 昼 计 法 ， 
它 是 最 简单 的 一 种 参数 伯 计 法 . 

鲍 1 设 总 体 开 的 分 布 密度 为 

Ae 42>0 


p(x,A) = | 
心 ， 所 0 
样本 为 (X, ,X,,…,X,) ,试用 矩 估计 法 求 A 的 估计 重症 ( ,和 下》 
解 因 E(X) = | xpg(z,h)dz = A[ xe “dz = 于 ,用 样本 均值 了 = 二 入世 去 估计 总 体 


均值 E(X) = 一 , 则 有 
lo _l1 
nn 2 
所 以 


= 
2 4, 
例 2 设 总 体 半 服从 正 态 分 布 N(x,o ) ,其 中 及 og 都 是 未 知 参 数 ,样本 为 (让 ,到 ), 求 
及 og 的 矩 居 计 秆 . 

解 ” 因 为 总 体 症 的 分 布 中 有 两 个 未 知人 参数 ,所 以 应 该 考虑 一 ,二 阶 原点 矩 : 

Vi = E(X) = 岂 

V, = ECX:Y) = D(X)Y + [ECX}] = + 
于 是 , 按 矩 犀 计 法 得 方程 组 
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解 得 Kt 及 o” 的 矩 佑 计量 为 


~ 1 < 二 
= i 各 


P= PRP) 

由 此 可 见 ,总 体 均值 记 (3) 的 矩 悄 计 值 是 样本 均值 站 ,总 体 方 装 DLX} 的 短信 计 秆 是 样本 二 
阶 中 心 答 ,从 解 题 过 程 易 知 , 这 个 结论 不 公 对 正 态 总 体 成 立 ,而 且 无 论 总 蛋 王 服从 什么 分 布 ,只 
要 总 恒 的 均 伍 与 方差 存在 ,上 述 缩 论 都 是 成 立 的 . 

可 以 证 明 , 当 样本 容量 n 无限 增 大 时 ,样本 手 与 其 相应 的 总 体 乱 任意 接近 的 概率 赵 于 1. 因 
此 当 x 无限 增 大 时 ,用 算法 来 估计 总 体 各 个 参数 一 定 可 以 达到 任意 精确 的 程度 . 除 上 述 优 点 外 ， 
抵 法 还 不 依赖 于 总 体 分 布 的 具体 形式 ,因而 适用 性 好 . 其 缺点 是 由 于 此 法 太一 般 化 了 ,因而 对 特 
定 的 一 些 分 布 , 它 可 能 不 如 专门 的 司 计 量 好 ， 

2. 极 大 似 然 估计 法 

无 论 总 体 分 布 燃 型 已 知 或 未 知 ,对 其 参数 的 司 计 ,和 搜 法 者 是 可 行 的 . 铬 总 体 寺 布 荧 型 已 却 , 则 
估计 它 的 参数 最 好 用 极 大 似 然 法 . 

极 大 似 然 法 的 直观 想法 是 : 若 抽 样 的 结果 得 到 样本 观测 值 x ,x;,… ,x*,, 则 我 们 应 当 这 样 选 
取 参 数 8 的 值 ,使 这 组 样本 观测 值 出 现 的 可 能 性 最 大 . 即 构造 似 然 函数 : 

下 有) 
= P(X, = x PX, =x) P(X, = %,) 
一 p(x ,站 se ,PB, p(x, ,有 ea ;人 + ,8 ) 


= [lpex, , 站 , 
i=1 


使 L(6,,…,6.) 达 到 最 大 ,从 而 得 到 参数 6 的 估计 值 名 . 此 合计 值 吓 敌 极 大 似 然 估计 和 值 . 毅 数 
5 8) 称 为 似 然 函 数 , 对 于 已 取 和 定 的 xi ,xs ,zy 它 是 未 知 参数 ,… ,的 函数 . 对 离 了 可 
随机 变量 ,上 式 中 的 5 为 分 布 列 ;对 连续 随机 变量 ,上 式 中 的 P 为 密度 函 产 . 

求 极 大 似 堆 合计 值 的 问题 ,就 是 求 似 然 函 数 L(t98 ,名 ) 的 最 大 值 的 问题 ,此 问题 可 通过 解 
以 下 方程 组 : 


[2 ee 
30 

来 解决 . 也 等 性 于 解 以 下 方程 组 ， 
am -0. i = 1,2 1 


司 3 设 总 体 天 服从 指数 分 布 ,概率 密 庶 为 
x 
所 
心 ， Y 空门 
其 中 为 未 知 参 数 , 若 取 得 样本 观测 值 为 xz ,x;,… ,x, , 求 参数 的 极 大 似 然 居 计 值 . 
解 似 然 函数 为 


x 芝 习 
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L(A) = 由 上 ee 
取 对 数 ,得 
InL(A) =- nlnA i 
求 导 ,得 
dni(A) __n, lov,_o 
dA A A 
由 此 解 得 的 极 大 似 然 估计 值 为 
和 A 二 a 中 生计 
更 


3. 人 秸 计 量 的 评价 标准 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,参数 估计 的 方法 有 多 种 ,用 不 同 的 方法 得 到 的 估计 量 不 一 定 相同 , 
到 底 熟 优 熟 劣 ? 这 就 涉 受 评价 估计 量 优良 性 的 标准 , 

由 于 信 计 量 和 作为 样本 的 函数 是 一 个 随机 变量 ,所 以 对 不 同 的 样本 观测 值 ,其 估计 量 的 观测 值 
也 不 同 . 因此 ,一 个 俏 计 量 的 优 劣 就 不 能 仅 洗 一 次 观测 结果 ,而 要 根据 估计 量 的 统计 规律 来 评价 . 
直观 上 讲 ,一 个 好 的 估计 量 其 观测 值 应 在 待人 参数 的 真 值 附近 摆动 , 且 摆 动 的 幅度 越 小 越 好 . 即 
应 使 佑 计量 与 待 桔 参数 在 某 种 统计 意义 下 非常 “接近 ”. 为 此 ,介绍 几 个 常用 的 评选 标准 . 

(1) 无 候 性 


设 9=6(X,,X,,…,X,) 是 未 知 参数 9 的 估计 量 ,车 (9) =0, 则 称 6 为 9 的 无 偏 估计 . 记 
b. =E(9) -9, 称 b, 为 估计 量 6 的 偏差 , 当 b,z0 时, 称 9 是 9 的 有 偏 估计 ,车 lim5, =0, 则 称 8 是 
9 的 渐 近 无 偏 估计 , 

例如 , 设 奈 ,下 2 ER 是 来 目 总 体 世 的 一 个 样本 ,总 体 不 的 均值 E(X) = 此, 方差 D(X) ™ rr , 则 可 以 


证 明 ;样本 均值 X = 上 > Xx 是 总 体 均值 的 无 偏 估计 ;样本 方差 9 = -六 (% ?是 总 体 方差 0 
的 无 偏 估计 , 但 应 该 注意 ,总 体 方差 o* 的 矩 估计 = 一 > (XX - 台 * 是 有 偏 估计 ,这 是 因为 


ECF = 中 | 


dr tr 
可 见 为 og 的 渐 近 无 凡 估 计 , 故 当 n 比较 大 时 ,了 权 ” 和 = 作为 er 的 估计 器 可 . 

从 实际 应 用 的 角度 看 ,无 偏 估计 的 意义 在 于 : 当 该 估计 基 经 常 地 使 用 时 ,人 它 保证 了 在 多 次 重 
复 的 平均 意义 下 ,给 出 接近 于 真 值 的 估计 . 如 果 应 用 上 的 要 求 主 要 在 于 这 一 点 ,无 偏 性 的 要 求 当 
然 是 合理 而 且 必 须 的 . 例如 . 某 工 厂 生 产 一 种 产品 ,从 较 长 时 期 来 看 ,其 废品 率 大 约 为 po- 现在 对 
每 天 生产 的 产品 作 抽样 检验 以 估计 . 就 逐日 的 结果 而 言 , 自 然 难免 偏 高 仿 低 ,但 如 果 信 计量 是 无 
仿 的 ,在 使 用 了 元 个 月 以 后 ,将 全 部 结果 平均 ,就 能 得 出 很 接近 于 mm 的 估计 . 所 以 ,如果 该 厂 每 日 
将 全 部 产品 卖 给 一 家 商店 ,而 该 店 是 按 每 日 抽样 废品 率 的 大 小 来 付款 的 , 则 就 某 一 旺 而 言 ,两 方 
中 有 一 方 可 能 吃 一 点 亏 , 但 无 偏 性 保证 了 从 较 长 时 期 看 ,该 交易 是 公平 的 , 在 这 里 ,无 俩 性 当然 是 


合理 而 且 是 必要 的 要 求 . 但 是 在 不 少 应 用 中 ,不仅 问题 没有 这 样 的 经 常 性 ,或 者 正 、` 负 偏差 不 能 抵 
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消 ,这 时 ,无 偶 性 就 没有 多 大 的 意义 了 . 
因此 ,一 方面 ,无 偏 性 是 个 重要 奏 有 用 的 概念 ; 男 一 方面 ,应 当 根 据 问题 的 性 质 来 估价 它 的 
作用 ,而 不 能 拘 记 于 蕊 . 
{2) 有 效 性 
设 天 ,Ta ,"… ,是 来 自 总 体 计 的 随机 样本 ,8 与 包 都 是 参数 8 的 无 偏 个 计量 , 阁 
DB) < Dib,) 
则 称 8 比 有 效 . 


例如 , 设 X,X,,…,X, 是 来 自 总 体 的 随机 样本 , 则 XX, ,XX = 一 > ,都 是 总 体 均 什 F(X) 的 
无 偏 佑 计量 ,但 当 二 2 时 ， 
D(X) = D(X)Y > D(XY = D(X) 


所 以 了 节 比 扎 有效 . 

这 样 ,在 无 帆 佑 计 类 中 ,方差 起 小 趣 好 . 故 引 人 二 下 年 区 : 

定义 1 设 负 是 参数 4 的 无 偏 估 计量 , 若 对 8 的 任 一 无 偏 佑 计量 6, 都 有 

Dp(d) 二 万 (有 

则 称 负 是 & 的 最 小 方差 无 偏 估计 量 . 

(3) 一 救 性 

估计 量 是 与 样本 容量 有 关 的 ,为 了 明确 起 见 , 椒 妨 记 作 站 .我 们 当然 希望 当 n 充分 大 时 , 
的 值 稳定 在 8 的 附近 . 于 是 给 出 第 三 个 标准 :一 致 性 

如 果 对 于 任意 s >0, 总 有 limP(|B. -8|<s)=1, 则 称 6 的 估计 量 名 是 一 致 的 , 当 
limE( | 和 . - 81 ) =0 对 某 r 关 0 成 立时 , 刀 是 6 的 7 一 致 估计 量 . 

例如 , 向 总 体 半 的 拘 值 号 (对 ) =g, 方 莽 D(X) =o , 则 可 以 证 明 : 样 本 均值 计 是 总 体 均 秆 
的 一 致知 计 呈 ,样本 方差 是 总 体 方差 o 的 一 致 佑 计量 . 

综 上 所 述 , 可 知 样 本 均值 对 与 样本 方差 5 分别 是 总 体 均值 点 与 总 体 方差 oo 的 泡 偏 一 致 个 
计量 . 因此 ,对 这 些 数字 特征 的 点 估计 比较 容易 . 


15.2.3 区 间 佑 计 的 求法 


参数 8 的 点 估计 值 具 是 8 的 一 个 近似 值 . 在 实际 问题 中 ,不 仅 需 要 求 出 8 的 近似 值 ,而 且 还 
需要 大 致 伍 计 这 个 近似 值 的 精确 性 与 可 靠 性 . 

设 总 体 X 的 分 布 中 含有 未 知 参数 48, 车 对 于 给 定 的 概率 1 -a(t0 <a<1), 存 在 两 个 统计 量 
和 使 得 

PIO <B<6)=1-a 

则 称 随 机 区 和 间 (B ,名 ) 为 参数 8 的 置信 水 平 为 1 -a 的 置信 区 间 ,名 称 为 重信 下 限 ,名 称 为 置信 上 限 . 

分 位 数 是 数理 统计 中 常用 的 一 个 概念 , 现 给 出 它 的 定义 ， 

定义 2 设 X《 的 分 布 涪 数 为 下,x, 满足 

Flix ) = PiX <r!l =a, 0<a<l 

则 称 x。 为 下 的 a 分 位 数 . 
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1， 数 学 期 课 的 置信 区 间 

(1) 己 知 方差 D(X), 求 E(X) 有 的 置信 区 间 
设 祥 本 (XX ,XX ,… ,XX,) 来 自 正 态 母 体 革 ,已 知 方 差 D(X) = , 则 由 于 
_ 让 -ECX) 


T/A yn 


在 置信 水 平 1 ~a 给 定 后 ,根据 正 态 分 布 的 对 称 狂 , 取 w(0,1) 的 1 -二 分 位 数 us， 满足 


U ~ ND,1) 


Pili| 和 ae wa =]—-o 
印 
Pl-u oP(XA) ER+tu 一 | =1 -a 


Eh 


所 以 E(X) 在 轩 信 水 平 1 -a 下 的 置信 区 疗 为 [人 ~ + 


和 
于 [ 关 - 岂 -生计 到 4- 和 7 作为 E(X) 的 置信 区 间 , 其 条 件 是 服从 正 悉 分 布 , 且 已 知 方差 
D(X) =o*. 但 在 有 些 间 题 中 ,并 不 预先 知道 服从 什么 分 布 ,此 时 只 要 样本 容量 n 足够 大 , 仍 可 


用 [ws 和 ,时 +v 3 于] 作为 ECX) 的 置信 区 间 . 这 是 因为 由 中 心 极限 定理 可 知 ,无 论 X 服从 
fn i , 


什么 分 布 , 当 充分 大 时 ,随机 变量 攻 - “就 近似 服从 标准 正夫 分布 N(0,1). 至 于 4 多 大 
他 六 


才 算 充 分 大 ,没有 绝对 的 标准 ,一 般 不 能 小 于 50, 最 好 100 以 上 . 
(2) 未 知 方差 D(X) , 求 ECX) 的 置信 区 癌 
用 DCX) 的 估计 值 妈 祥 本 方差 s* = -一 人 CX, - 久 )? 来 代替 D(X). 利用 
XY- EX) ~ ti(n-1) 


Vn 
由 于 :分 布 也 是 对 称 的 , 故 取 i(n -1) 的 1 -记分 位 数 t ,就 有 


所 以 E(X) 在 置信 水 平 1 -a 下 的 置信 区 间 为 [二 ,+4 天 |. 


2. 方差 的 区 间 估 计 
设 样本 (X,,X,，,…,X,) 来 自 正 态 母 体 X~N(h,o ) , 现 要 用 样本 方差 对 总 体 方 荐 0” 进行 


区 间 估计 . 由 于 翌 = 全 - 巡 (a -1) ,选取 x 分 布 的 半分 位 数 巡 和 1 -六 分 位 数 必 .s ,满足 


了 
和 2 
Pl < x}=1-a 


Tr t a 
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|} 


宇 2 
Po 1- 
J A 


所 以 D(X) 在 置信 水 平 1 ~a 下 的 慎 信 区 加 为 | 一 UL | 


在 具体 计算 时 , 因 ( -1)s = (XX,- 卫 )*, 则 D(X) 在 置信 水 平 1 -a 下 的 置信 区 间 可 直 


4 一 1] 


Si 一 下) BD 
接 写 成 和 一 人 ,好 的 置信 区 间 则 可 取 上 述 壮 信 限 的 平方 根 ， 
15.3 假设 检验 
15,3,1 定 父 


对 总 体 针 的 分 布 律 或 分 布 参 数 作 某 种 假设 ,根据 抽取 的 样本 观察 值 ,运用 数理 统计 的 分 析 
方法 ,检验 这 种 假设 是 区 正确 ,从 而 决定 接受 假设 或 拒绝 假设 ,这 就 是 假设 检验 问题 . 

假设 检验 依 问题 的 性 质 常 分 为 两 大 类 型 . 

1、 和 参数 检验 : 如 果 观 测 的 分 布 函 数 类 型 已 知 , 这 时 构造 出 的 统计 量 依 赖 于 总 体 的 分 布 函数 ， 
这 种 检验 称 为 参数 检验 . 参数 检验 的 有 是 的 往往 是 对 总 体 的 参数 及 有 关 性 质 作出 明确 的 判断 . 

2 非 参 数 检 验 : 如 果 所 检验 的 假设 并 非 是 对 革 个 参数 作出 明确 的 判断 ,因而 必须 要 求 构 造 
出 的 检验 统计 量 的 分 布 函 数 不 依 赖 于 观测 值 的 分 布 函 数 类 型 ,这 种 检验 叫做 非 参 数 检 验 . 如 要 求 
判断 总 体 分 布 类 型 的 检验 就 是 非 参 数 检验 . 

假设 检验 的 一 般 步 又 是 : 

(1) 根据 实际 问题 提出 愿 假设 及 与 备 择 假 设 豆 , 即 说 明 需 要 检验 的 假设 的 具体 府 容 ; 

(2) 选择 适当 的 统计 量 ,并 在 原 假 设 品 成 立 的 条 件 下 确定 该 统计 量 的 分 布 ; 

(3) 按 问题 的 具体 要 求 ,选取 适当 的 显著 性 水 平 w“, 并 根据 统计 量 的 分 布 查 表 , 确定 对 应 于 
a 的 临界 值 ;:{ 一 般 a 取 0.05,0.01 蕊 0. 10.) 

(4) 根据 样本 观测 值 计算 统 计量 的 观测 值 ,并 与 临界 值 进行 比较 ,从 而 在 检验 a 水平 条 件 下 
对 拒绝 或 接受 原 假 设 H, 作出 判断 . 


15.3.2 参数 检验 


1. 单个 正 态 总 悼 均值 检验 
设 取出 一 容量 为 an 的 笠 本 ,得 到 均值 在 和 标准 差 *, 现 要 对 总 体 均值 六 是否 等 于 某 给 定 但 ja 
进行 检验 . 记 
Hi: &= po; Hi: Amo 
称 豆 为 原 假 设 , 吕 为 备 择 假设 ,两 者 择 其 一 :接受 有 ;拒绝 品 , 即 接 爱 凡 . 再 选 定 一 个 显著 性 水 
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平 a, 它 是 在 束 成 立 的 条 件 下 被 错误 拒绝 的 概率 . 
分 总 体 方差 已 若 和 和 未知 两 种 情况 讨论 ， 
(1) 总 体 方差 oT 已 涛 


车 可 成 立 , 则 XN po 故 


从 一 
oT 


~N(O,1) 


2 二 


Pm 


在 AH 不 成 立时 ,|z| 的 观察 值 有 偏 大 的 趋势 . 故 对 给 定 的 显著 性 水 平 为 使 犯 第 二 种 错误 的 概率 最 


小 ,到 NN(0,1) 的 1 -本 分 位 数 二, 使 PHjz| >u，。} =a, 检验 的 拒绝 域 为 


WwW=1 1z| > | 姑 W={z< -Wg 或 z>u | 
2 + “2 


这 种 检验 称 为 xz 检验. 
上 述 拒绝 域 是 小 于 第 一 个 给 定数 而 大 于 第 二 个 给 定数 的 所 有 数值 的 集合 , 称 为 双 侧 检验 . 但 
有 一 类 笑 际 问题 要 检验 的 是 形 如 只 兰 An 或 坟 拟 po 的 假设 . 例如 ,经 过 工艺 改革 后 ,考虑 产品 的 质 
量 是 否 比 以 藤 提 高 . 此 时 ,假设 为 : 
HoipR = Ho; Hp> Ho 
仍 利用 前 面 的 z 作为 检验 统计 量 . 但 这 时 只 有 当 六 >j 时 , 才 有 可 能 认为 产品 的 质量 有 了 所 
高 . 因此 ,对 给 定 的 显著 性 水 平 a, 这 个 检验 的 拒绝 域 为 
W= fz>wu_! 
这 种 检验 的 拒绝 域 是 大 于 (或 小 于 ) 某 给 定数 的 所 有 数值 的 集合 , 称 为 单 侧 检验 . 
类 似 地 ,对 假设 
Ho: p=p0; Hi: p<u 
的 检验 ,在 给 定 的 显著 性 水 平 a 下 ,其 拒绝 域 为 
WW = jzx< 一 1 | 
这 也 是 一 个 单 侧 答 验 . 
(2) 总 体 方差 o 未 知 
此 时 用 样本 方差 代替 总 体 方差 o*. 讨论 方法 与 总 体 方差 mr 已 知 的 情况 类 似 , 这 种 检验 叫 


可 LK = 2320 t>t_ {rn—1) 
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2. 单个 正 态 总 体 方 整 检 验 


五 : or = go; H,: Cr 产 ri 或 好 > rm 或 er < ogi) 


这 叫 Xx 检验 . 其 结果 见 下 表 : 


芍 值 只 已 知 二 人 只 未 敌 
统计 量 统计 时 
nH, ”1 2 2 :1 Rs 
x ts A) x ee 下 1 


在 显著 性 水 平 a 下 拒绝 厂 ,着 
x <Xs ln 1) 或 
有 > tn-1) 


x >X1_,(n-1) 


x <x (n—1) 


3. 两 个 正 态 总 体 均值 的 检验 

以 上 均值 和 方差 的 检验 是 对 单一 样本 而 言 ,实际 问题 中 还 会 遇 到 比较 两 组 数据 , 即 对 两 个 总 
体 进行 假设 检验 的 问题 ,例如 检验 两 个 车 间 生 产 的 灯泡 的 寿命 是 否 相同 . 这 类 问题 归结 为 两 正 态 
总 体 的 均值 检验 . 

设 样本 廊 ,, 生 ，… ,和 与,Y,…, 了 ,独立 地 分 别 取 自 正 态 总 体 NO,0) 与 入 (po,0) ,检验 
假设 : 


Hm = pp; Hp (或 Kj > pi 考 p < pi) 
(1) oi 与 gj; 已 知 时 


构造 统计 量 z= 一 全 二 一 则 当 本 成 立时 ,z ~ 入 (0,1). 
一 一 十 一 
1 


对 于 给 定 的 显著 性 水 平 a, 查 正 态 分 布 表 得 wu ., 取 拒绝 域 = | |z| > my 上 ,这 时 犯 第 二 


类 错误 的 概率 最 小 . 
(2) gi 与 ea 未 知 但 相等 时 
讨论 方法 完全 与 前 而 一 致 .分别 用 两 样本 方差 s 与 s; 代替 oi 与 0;. 构造 统计 量 


ee 于 一 [nn tn, 十 有 一 之 ) 
Un -1ys + (rn, - 1)s; nn +n 


则 在 开 , 成 立时 ,tf ~t(n, +n, -2). 给 定 检 验 水 平 a 时 ,拒绝 域 为 
A 
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将 工 述 检验 结果 列表 如 下 . 


方差 qi ,0 已 知 方差 qi ,or 未 知 但 相等 
H, H, 统计 直 = 统计 车 


在 显著 性 水 平 a 下 措 净 品 , 若 


4. 两 个 正 态 总 体 方差 的 检验 

前 面 在 检验 两 个 总 体 均值 x, =ps 时 ,是 在 两 总 体 的 方差 已 知 或 虽 未 知 但 相等 的 条 件 下 进行 
的 ,但 如 何 得 出 总 体 方差 未 知 但 相等 的 结论 呢 ? 这 就 需要 考虑 两 总 体 方差 的 检验 . 

设 样本 ,X，，… ,区 ,与 了 ,了 ,，… ,YY 分 别 来 自 正 态 总 体 N(p ,0?) 与 入 (jy0?) ,检验 假设 : 


再 :ii =0 再 :el 天 cf 或 ri > go: 或 oi < er) 


结果 网 下 表 : 
均 恒 总 :7 已 知 均值 风 | ,上 未 知 
已 H 统计 量 及 统计 量 F 
在 旺 善 性 水 平 a 下 拒绝 名 , 兰 
Fo > 上 <fmiinzy 或 ”>F etn ~1,n, -1) 或 
7 
I xl 天 or: t 1 
RE nt 
1 
Bae i F> 所 (ni ln 1) 
1 1 2 ] 
i 


Fn -1,n, -1) 


其 中 : 
本 
人 六 
rf, = 二 4 = 二 《说 天 2 
5 (~p) 


5s。 非 正 态 总 体 大 样本 参数 检验 
设 非 正 态 总 体 闻 具有 有 上限 方差 DX, 并 假定 样本 容量 足够 大 , 由 中 心 极 眼 定理 ,随机 变量 
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_ -EC(X) 
(了 
也 
的 分 布 将 近似 地 为 正 态 分 布 NN(0,1). 因此 音 总 体 分 布 只 含 一 个 参数 ,就 可 利用 统计 量 z 作假 设 
检验 . 


1s.3.3 非 傅 数 检 验 


前 面 讨论 了 总 体 分 布 已 扼 时 的 参数 假设 检验 问题 . 一 般 来 说 ,在 进行 参数 假设 检验 之 前 , 需 
要 对 总 体 的 分 布 进行 推断 . 这 就 是 总 体 分 布 的 拟 合 检验 问题 , 它 属于 非 参 数 检 验 ， 

已 知 总 体 革 的 样本 分 布 消 数 F(x) , 若 选用 某 个 分 布 函数 F(x) 去 拟 合 , 则 无 论 如 何 选择 ， 
FAX) 与 了 (x) 之 间 总 不 在 某 些 差异 . 自然 就 会 提出 这 样 的 问题 :这 些 差 异 仅 仪 是 由 于 试验 次 数 
有 限 而 导致 的 随机 性 所 产生 的 呢 ? 还 是 由 于 所 选择 的 分 布 图 数 F(x) 与 已 知 样 本 分 布 函 数 
六 (2 之 间 存 在 实质 性 的 差异 而 产生 的 呢 ? 为 了 解 唤 这 个 问题 ,数理 统计 中 有 开 种 不 条 的 拟 合 
法 ,这 里 仅 介 绍 最 常用 的 皮尔 逊 x 拟 合 检验 法 和 概率 纸 检验 法 . 

1. 皮尔 逊 Y 拟 合 检验 法 

此 法 主要 是 通过 检验 各 组 实测 频数 与 理论 频数 差异 的 大 小 来 推断 经 验 分 布 是 否 服 从 任何 - 
个 预先 给 定 的 分 布 . 其 根据 就 是 用 各 组 实测 数据 与 理论 频数 的 差异 构成 一 个 符合 x 分 布 的 统计 
量 ,并 用 此 统计 量 来 进行 假设 检验 . 使 用 此 法 寺 要 求 样本 容量 较 大 ,并 在 分 组 中 ,每 组 的 理论 频数 
至 少 不 小 于 5. 

设 总 体 分 布 ( 理 论 分 布 ) 为 F(x), 取 自 总 体 的 样本 为 钱 , 关 ,,…,, ,现在 的 问题 是 用 此 组 样 
本 来 检验 假设 : 

HH, F(X) = F(x) ,其 中 F(x) 是 某 个 给 定 的 分 布 随 数 . 


其 体 作 法 是 : 
(1) 数据 分 组 :把 样本 值 出 现 的 范围 , 划 为 天 给: 
【5 ,其 中 一 上 名 三 bp, 人 pb, bh, ，， pb, 二 十 扔 


(2) 求 各 组 的 频数 ;统计 各 组 的 频率 上 ( 族 表 示 (2-，, 思 ] 内 的 频数 ) 


(3) 求 理论 频率 pp,: 当 本 为 真 时 ,到 轨 现 在 (记号 和 中 的 频率 为 : 
p = Plb, <Xeb! = Fb)-F(b,.) 
(4) 作 统 计量 


VT 
可 以 证 明 :不论 为 什么 分 布 , 当 厂 ， 为 真 时 ,只 要 ge 统计 量 就 近似 地 服从 自由 度 为 
-1 的 x 分布 . 对 给 定 的 检验 水 平 e ,可 查 得 好 分 布 的 1 -a 分 位 数 产 (一 1)， 
(5) 具体 计算 :用 样本 值 算出 统计 晤 x? 的 具体 值 
(6) 作出 判断 : 当 好 尖刀 时, 则 拒绝 假设 丙 ;省 则 接受 假设 五. 
应 当 注 意 的 是, 在 计算 p= 机 (5) -本 (时 ,本 (xz) 必 须 完全 确 知 才 行 . 如 F(x) 中 有 Tr 
个 参数 还 不 能 确 知 ,可 用 这 些 参 数 的 极 大 似 然 估 计 基 来 代替 ,使 得 分 布 函 数 上 F(x) 完 全 确定 ,再 
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按 上 法 进行 检验 ,不 过 此 时 * 的 自由 魔 为 下 -一 1 

2， 概率 纸 检 验 法 

概率 纸 是 一 种 判断 总 体 分 布 的 简便 工具 . 使 用 它们 ,可 以 很 快 地 判断 总 体 分 布 的 类 型 . 概 认 
纸 的 种 类 很 多 ,这 里 只 介绍 检验 总 体 分 布 是 否 为 正 态 分 布 的 正 态 概率 纸 检 验 法 . 

正 态 概率 纸 的 横 坐 标 是 均匀 刻度 , 纵 举 标 按 正 态 分 布 律 刻度 ,表示 概率 . 

如 果 一 个 总 体 的 分 布 F(X) 是 正 态 的 , 则 (x,F(x) ) 点 在 正 态 概率 纸 上 应 时 一 条 直线 . 商贸 |， 
区,…, 革 ,是 从 正 态 总 体 中 抽 得 的 样本 观测 值 ,将 它们 接 太 小 排列 后 , 记 作 X) 和 X05) 所 和 
XX, 则 当 nn 较 大 时 ,样本 的 经 验 分 布 函 数 FF,(x) 和 理论 分 布 f(x) 很 接近 . 因此 ,如 未 用 (%， 
F(x) ) 通 图 , 则 必 应 近似 为 一 条 直线 . 

伺 是 ,由 于 随机 因素 的 影响 ,在 正 态 概 率 纸 上 这 些 点 不 可 能 都 恰好 在 一 条 直线 上 ,与 直线 有 一 
定 的 正 负 偏差 . 但 是 ,这 种 偏差 不 能 过 大 ,特别 是 处 于 中 间 的 一 些 点 ,而 两 端的 点 的 偏差 可 允许 略 大 
一 些 , 若 依 差 过 大 ,或 呈现 某 种 弯曲 的 趋势 ( 凸 或 凹 ) , 则 这 总 体 分 布 为 正 态 分 布 就 值得 怀疑 ， 


15.4 MATLAB 统计 工具 箱 中 的 基本 统计 命令 


15,4.1 数据 的 录入 ,保存 和 调用 


统计 中 的 数据 量 往往 较 大 ,在 交互 环境 输入 后 ,往往 需要 保存 为 数据 文件 ,以 便 调 用 来 作 各 
种 统计 分 析 . 下 面 通过 一 个 实例 说 明 在 MATLAB 中 数据 的 录入 保存 和 调用 的 方法 . 
例 1 上 海 市 区 社会 商品 零售 总 概 和 全 ee 


{ 单位 : 忆 匹 ) 
{单位 ; 忆 元 ) 


(1) 年 份 数据 是 以 1 为 增 量 的 ,可 用 产生 向 量 的 方法 来 输入 . 
命令 格式 为 x =a:h:b, 即 产生 从 a 到 bb, 以 bb 为 增 量 的 行 向 量 , 当 h 缺 省 时 ,认为 增 量 为 1， 
hb 也 可 以 是 负数 .可 用 以 下 命令 输入 年 份 数据 ; 
tt =78.81 
(2) 分 别 以 x 和 Y 代表 变量 职工 工资 总 额 和 商品 零售 总 额 ,以 向 量 的 形式 输入 如 下 : 
xX=|23.8,.27 .6,31 .6,32 .4,.33 .1,34 .9 2 | 
vy =[41 .4,51 .8,.61,7,67.9,68.7,77.5,95 .9,137 .4,155 .0,175 .01 
(3) 将 变量 上 ,xy 的 数据 保存 在 文件 data 中 ,用 以 下 命令 : 
Save datat XY 
(4) 进行 统计 分 析 时 ,用 以 下 命令 调用 数据 文件 data 中 的 数据 : 
load data 
也 可 明和 矩阵 的 形式 输入 和 保存 数据 ,方法 如 下 : 
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(1) 办 人 证 阵 : 
data =[78,79,80,81 .82 .83 ,84 85 .86 87 .88 ， 
ab27.pb)31.56)3232 433 .7 .34 .9 43 252.8.63 .973 .4: 
41 .4,51.8,61.7,67.9,68.7 ,77.5,95.9,137 .4,155 .0 ,135.0] 
(2) 将 矩阵 data 的 数据 保存 在 文件 datai 中 :save datal data 
(3) 进行 统计 分 析 时 , 先 用 命令 : 
load datal 
调用 数据 文件 Gatal 中 的 数据 ,再 用 以 下 命令 分 别 将 矩阵 data 的 第 一 ,二 . 诗 行 的 数据 赋 
给 变量 七 , 科 .Y: 
t =data(l,:) 
x =datalt2,:) 
Y = data(3.,:) 
震 要 调用 是 阵 aata 的 第 j 列 的 数据 ,可 用 命令 : 
datal:,j) 


15.4.2 基本 统计 是 


对 随机 变量 六 ,计算 其 基本 统计 量 的 命令 如 下 : 
均 值 :meamf xy 中 三 数 .mediantx) 
标 淮 差 ;,sta(x) 方 莽 :var(x) 
俩 度 :skewness(tx) 峰 度 :kurtosis(x)} 


15.4.3 种 见 概率 分 布 的 函数 


MATLAB 统计 工具 箱 中 有 20 种 概率 分 布 ,常见 的 几 种 分 布 的 命令 字符 为 : 
上 上 态 分 布 :norm 指数 分 布 :exp 泊 松 分 布 :poiss 
及 分布 :beta 威 布 尔 分 布 :weib 
X 分布 :chi2 1 分 布 :tt 严 分 布 :F 

工具 箱 对 每 一 种 分 布 都 提 殿 五 具 畏 数 , 其 傅 令 字符 为 : 

概率 密度 :pdt 

概率 分 布 :cat 

道 概率 分 布 :imv 

均值 与 方差 :stat 

随机 数 生 成 :rnd 


当 需 要 一 种 分 布 的 某 一 奖 国 数 时 ,将 以 上 所 列 的 分 布 命令 字符 与 图 数 命 令 字 符 接 起 来 ,并 和 输 
人 上 自 变量 (可 以 是 标量 .数组 或 矩阵 ) 和 参数 即 可 .如 对 均值 为 mu ,标准 善 为 sigma 的 正 态 分 
布 ,举例 如 下 : 

1. 密度 炒 数 :Pp = normpdf{x,mu,sigma) ( 当 mu=0,sigma =1 时 可 缺 兰 ) 

例 2 画 出 正 态 分 布 w(0, 中 和 ww(0,2 ) 的 概率 密度 函数 图 形 . 

在 MATLAB 中 输入 以 下 命令 : 
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区 二 -0 .O01l:e: 了 =normpdt(x).: 己 = normpdf(x,0 2 
plot{x,y,xX,z) 


可 得 图 15 -5. 


15 -5 正 态 分 布 的 密度 函数 


2 . 概率 分 布 :P =normcdf(x,mu,sigma) 
例 3 计算 标准 正 态 分 布 的 概率 Pi -1 < 邯 <11， 
命令 为 :P =normcdf(1) -normcdft -1) 
结果 为 .P =0.6827 
3 . 逆 概 率 分 布 ;x = morrinvwfrBP mu,sicmaa) ， 
即 求 出 x, 使 得 PtX<x| =P. 此 命令 可 用 来 求 分 位 数 ， 
例 4 取 aw=0.05, 求 1 -号 ， 
ws 的 含义 是 :XY~N(0,1) ,PiX<w_s| =1 

n=0.0$ 时 ,天 =0.975 pos =norminv(0. 975) =1.96. 

例 $ 计算 均值 594 .标准 差 204 的 正 态 分 布 随 机 变量 的 概率 0.01 的 分 位 数 . 

norminv(0.01 ,594,2047 =119 .4250 

4 . 均值 与 方差 :| mv| =normstat(mu,sigma) 

例 6 求 正 态 分 布 N(3,5°) 的 均值 与 方差 . 

命令 为 :[| mv| =normstat{(3,5).， 

结果 为 :m =3,v =25. 

5. 随机 数 生 成 :normrnd(mu,sigma,m,n) .产生 砚 xn 阶 的 正 态 分 布 随 机 数 和 矩阵 . 

例 7 命令 :M =normrnd([123;:456|,0.1,2,3). 

结果 为 :M =0.9567 2 .0125 2 .8854 

3 ,334 5 .0288 6.1191 

此 命令 产生 一 个 2 x3 阶 涉 六 分 布 随 机 数 和 矩阵 ,第 一 行 三 个 数 分 别 服 从 均值 为 1,2,3 的 正六 
分 布 ,第 二 行 三 个 数 分别 服 从 均值 为 4.3,6 的 正和 态 分 布 ,标准 差 汐 为 0 ， 

应 当 注 意 ,不同 分 布 的 参数 是 不 同 的 . 正 态 分 布 的 参数 是 均值 mu 和 标准 差 sigma, 而 Y 分 
布 和 t 分 布 的 参数 都 是 自由 度 n,F 分 布 的 参数 是 自由 度 n,n,. 例如 ,x 分 布 的 分 布 活 数 为 ， 


P=chi2cdf{(x,n). 
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15.4.4 频数 直方 图 的 描绘 

1. 给 出 数组 data 的 频数 表 的 命令 为 :[N,Xx!) =hist(data,k). 

此 命令 将 区 间 [min(data),maxtdata)] 分 为 k 个 小 区 间 ( 缺 省 为 10), 人 退回 数 组 data 
落 在 每 一 个 小 区 间 的 频数 N 和 每 一 个 小 区 册 的 中 点 ， 

2 . 描绘 数组 data 的 频数 直方 图 的 命令 为 :hist (data,k). 


15.4.5 参数 估计 
1， 正 态 总 体 的 参数 估计 
设 益 体 服从 正 态 分 布 , 则 其 点 和 恬 计 和 区 癌 佑 计 可 同时 由 以 下 迎 令 获得 : 
[muhat,sigmahat ,muci,sigmaci| =normfit(X,alpha) 

此 命令 在 媒 著 性 水 平 alpha 下 估计 数据 xX 的 参数 (alpha 缺 省 时 设 定 为 0.05) ,返回 但 
muhat 是 X 的 均值 的 点 估计 秆 ,sigmahat 是 标准 差 的 点 估计 值 ,muci 是 均值 的 多 同 估计 ， 
sigmaci 是 标准 差 的 区 间 佑 计 . 

2. 其 他 分 布 的 参数 估计 

车 无 法 保证 总 体 服从 正 态 分 布 ,有 两 种 处 理 办 法 .一 是 取 容 量 充分 大 的 样本 (na>50) , 按 中 
心 极限 定理 , 它 近 似 地 服从 正 态 分 布 , 仍 可 用 上 面 的 估计 公式 计算 ;二 是 使 用 MATLAB 工具 箱 中 
上 有 具有 特定 分 布 总 体 的 估计 命令 .常见 的 命令 有 : 

{1} [muhat, mci| = expfit(X,alpha) 
数据 x 的 均值 的 点 估计 及 其 区 间 售 计 ， 

(2) [lambdahat, lambdaci | =poilssfit(X,alpha) 
求 泊 松 分 布 的 数据 X 的 参数 4 的 点 估计 及 其 区 间 居 计 . 

(3) [phat, pci] =weipfit(X,alpha}—— 在 显著 性 水 平 alpha 下 , 求 Weipull 分 
布 的 数据 X 的 参数 的 点 估计 及 其 区 间 估 计 ， 


15.4.6 假设 检验 


在 总 体 服从 正 态 分 布 的 情况 下 ,可 用 以 下 命令 进行 假设 检验 . 
1， 总 体 方差 er 已 知 时 ,总 体 均 值 的 检验 使 用 z - 检验 
[|h,sig,cil ~ztest(x,m,sigma,alpha,tail) 

检验 数据 x 的 美 于 均值 的 某 一 假设 是 否 成 立 , 共 中 sigma 为 已 知 方 差 ,alpha 为 显著 性 水 
平 ,究竟 检验 人 性 么 假设 取决 于 tail 的 取 值 : 

tail =0 ,检验 假设 “x 的 均值 等 于 m”. 

tail =1 ,检验 假设 “x 的 均值 大 于 了 m”. 

tail = -1 ,检验 假设 "x 的 均值 小 于 mm . 

tail 的 扇 省 值 汶 0 ,alpha 的 人 氧 省 值 沟 0 .05. 

返回 值 hn 为 一 个 布尔 值 ,h =1 表示 可 以 拒绝 假设 ,h =0 表示 不 可 以 拒绝 假设 ,sig 为 假设 
成 立 的 概率 ,ci 为 均值 的 1 -alpha 置信 区 间 . 

全 8 MATLAB 统计 工具 箱 中 的 数据 文件 gas .mat 中 提供 了 美国 1993 年 1 月 份 和 2 月 份 的 汽 
油 平均 价格 {pricel,price2 分 别 是 1,2 月 份 的 油价 ,单位 为 美 分 ) , 它 是 容量 为 加 的 双 样 本 .人 恨 芭 1 


在 显著 性 水 平 alpha 下 , 求 指数 分 布 的 


在 显著 性 水 乎 alpha 下 ， 
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15.4 MATLAB 统计 工具 箱 中 的 基本 统计 命令 ” 249 ， 


月 份 油价 的 标准 忽 差 是 一 加 仑 四 分 币 (e =4) , 试 检 验 1 月份 油 价 的 均值 是 否 等 于 115. 
解 ” 作 假设 ':m =115 . 衣 先 取出 数据 ,用 以 下 站 令 ， 
load gas | 
然后 用 以 下 命令 检验 
[hn,sig,ci|] =ztest{(priceli,11s.,4) 
8 返回 :h =0,sig =0.8668,ci =[113.3970 116.9030]. 
检验 结果 ;1. 布尔 变量 h =0 ,表示 不 拒 纵 零 假设 .说明 提 出 的 假设 均值 115 是 合理 的 . 
2. 95 久 的 贤 信 区 则 为 [113 .4,1416 .9], 它 完全 包括 115, 生 精 度 很 高 . 
3，sig 的 值 为 0.8668, 远 超 过 0.5, 不 能 拒绝 零 护 设 . 
所 以 ,可 以 认为 平均 油价 为 115 . 
2. 总 体 方差 rr 未 知 时 ,总 体 均值 的 检验 司 用 5 -检验 
[h,sig,ci|] =ttest{x,.m,alpha,tail) 
检验 数据 x 的 关于 均值 的 某 一 假设 是 否 成 立 ,其 中 alpha 为 显著 性 水 平 ,究竟 检验 什么 仿 
设 取 决 于 tail 的 取 值 ; 
tail =0 ,检验 很 设 “x 的 均值 等 于 m”， 
tail =1 ,检验 假 设 “x 的 均值 大 于 mm . 
tail = -1 ,检验 假设 "x 的 均值 小 于 m”. 
tail 的 缺 省 值 为 0 ,alpha 的 缺 省 值 为 0.05 . 
返回 值 为 一 个 布尔 值 ,a =1 表示 可 以 拒绝 假设 ,h =0 表示 不 避 以 拒绝 假设 ,sig 为 假设 
成 立 的 概率 ,ci 为 均值 的 1 -alpha 置信 区 间 . 
例 9 试 检 验 例 8 中 2 月份 油价 price2 的 均值 是 否 等 于 115. 
解 ” 作 很 设 :m =115 ,price2 为 2 月 份 的 油价 ,不 知 其 方差 , 故 用 以 下 命令 检验 
[| SI 可 ,CE | =ttest{price2,115) 
返回 :hn=t,Sis=4.9517e -004,ci =[116.8 120.2】]. 
检验 结果 :1. 布尔 变量 h =1 ,表示 把 绝 零 假设 .说 明 提 出 的 很 设 油 价 均 慎 115 是 不 合理 的 
2 . 95% 的 置信 区 间 为 [116 .8 120 .2], 它 不 包括 115，, 故 不 能 接受 假 俊 . 
3. sig 和 的 什 为 4.3517e -0042, 远 小 于 9.5, 不 能 接受 零 假 设 . 
所 以 ,可 以 记 为 平均 油价 不 是 115.， 
3. 两 总 体 均值 的 假设 检验 使 用 7 一 检验 
[h,sig,ci|] =ttest2(x,y,alpha,tail) 
检验 数据 x,y 的 关于 均值 的 某 一 息 设 是 否 成 立 ,其 中 alpha 为 显著 性 水 平 ,究竟 检验 什么 
假设 取 次 于 tail 的 取 植 : 
tail =0 ,检验 假设 “x 的 均值 等 于 y 的 均值”. 
tail =1 ,检验 假设 “x 的 均值 大 于 Y 的 均值 ”. 
tail = -1 ,检验 假设 "x 的 均值 小 于 Y 的 均值 ”. 
tail 的 缺 省 值 为 0 ,alpha 的 缺 省 值 为 0 .05. 
返回 和 值 h 为 一 个 布尔 值 ,h =1 表示 可 以 拒绝 假设 ,h =0 表 承 不 可 以 拒绝 假设 ,sig 为 很 设 
成 立 的 概率 ,ci 为 x 与 y 均值 差 的 1 -alpha 置信 区 间 . 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


,240 。 第 15 草 数据 的 统计 描 还 和 分 析 


例 10 试 检 验 例 8 中 月 份 油 价 pricel 与 2 月 份 的 油价 price2 均值 是 否 相同 ， 
解 ”用 以 下 命令 检验 
[hsig,ci| =ttesL2{pricel ,price2) 
返回 :hn=1,sig =0.0083 ,ci=[ -$.8,-0.9], 
检验 结果 :1. 布尔 变量 h =1 ,表示 拒绝 零 假设 .说 明 提 出 的 假设 “油价 均值 相同 ”在 不 合理 的 . 
2. 95 久 的 置信 区 间 为 [ -5.8, -0.9], 说 明 1 月份 油 价 比 2 月 份 油价 约 低 1 至 6 分 ， 
3 . sig 的 值 为 0.0083 , 远 小 于 0 .5, 森 能 接受 "油价 均值 相同 "假设 ， 

所 以 ,可 以 认 为 1.2 月 份 油价 不 同 ， 

4. 非 参 数 检验 :总 体 分 布 的 检验 

MATLAB 工具 箱 提 供 了 两 个 对 总 体 分 布 进行 检验 的 节令 ， 

(1) hp=normplottx) 

此 合 令 显示 数据 矩阵 x 的 正 态 概率 图 .如 果 数 据 来 自 于 正 态 分 布 , 则 图 形 旺 示 出 直线 形态 . 
而 其 他 概率 分 布 范 数 显 示 出 曲线 埠 态 . 

(21 hn=weibplott{x) 

此 命令 显示 数据 看 阵 x 的 Weibull 概率 图 .如 困 数 据 米 自 于 Weibull 分 布 , 则 图 形 将 显 
示 出 直线 性 形态 .而 其 他 概率 分 布 函 数 将 显示 出 曲线 形态 ， 

下 面 举 一 个 综合 的 实例 . 

例 11 一 道 工 序 用 自动 化 车 床 连 续 如 洒 某 种 零件 ,由 于 思 上 其 损坏 等 会 出 现 旅 障 . 故 障 是 完 
全 随机 的 ,并 假定 生产 任 一 零件 时 出 现 故 障 机 会 均 相 同 .工作 人 人 员 是 通过 检查 零件 来 确定 工序 是 
否 出 现 故 障 的 . 现 积累 有 100 次 改 障 纪录 ,故障 出 现时 该 刃具 完成 的 零件 数 如 下 : 

459 362 624 $42 509 3584 433 748 313 305 
6l2 452 434 982 640 742 565 7006 53593 -680 
926 653 164 487 734 608 428 1153 393 844 
527 552 513 781 +4 388 8324 538 862 659 
75 B59 735 49 697 515 628 9534 C771 609 
A02 960 885 610 292 837 473 677 C3538 638 
599 634 555 370 84 416 606 1062 484 120 
447 654 564 339 280 246 687 539 790 581 


b2l -i124 331 512 577 496 468 499 544 6435 
764 558 378 -765 666 763 2 3 3I0 83531 


试 观察 该 刀具 出 现 故 障 时 完成 的 零件 数 属于 哪 种 分 布 . 

解 

1 . 数据 输 人 人: 
xl1 =[459 362 624 542 509 584 433 748 815 S505 |]; 
x2 =[612 452 434 982 640 742 565 ?3706 593 680]; 
x3 = [926 653 164 487 734 608 428 1153 593 844|]; 
x4 =[527 552 5t3 781 474 388 824 538 862 6591: 
x5=[775 859 755 49 697 515 628 954 771 609]; 
x6 =F402 960 885 610 292 837 473 677 358 638|]; 
x7 =[699 634 555 S70 84 416 606 1062 484 1201; 
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45-4 MATLAE 统计 工具 条 中 的 基本 统计 命令 


“wB=|447 654 564 339 了 8BD 736 687 539 了 90 
x9 =| 621 724 ‘$531 512 ‘S77 dg96 HEB 499 544 
x10=|L764 S58 378 765 6666 763 217 了 1t5 440 
x=[x1 X2 x3 Wd x5 x x7 XB x9 xi0l; 

2 . 作 频 数 直方 图 


hist(x,.10) 
从 图 15 -6 可 以 看 出 ,该 刀具 寿命 近似 服从 正 态 分 布 . 


0 一 
0 200 40 #00 800 1000 


图 15-6 频数 直方 图 


| 200 


3. 分布 的 正 态 性 检验 


normplot(x) 


S581 |; 
645 |; 


B51 | ; 


从 图 15 -7 可 以 看 出 ,数据 基本 分 布 在 一 条 直线 上 , 故 初步 可 以 断定 刀具 寿命 为 正 态 分 布 . 


正 恋 概 曾 图 


pe 
ES 
| 
< hs 
全 
站 
Ee 


Br 
= 
于 
EE 


数 据 
图 15 -7 正 访 概率 图 
在 基本 确定 所 给 数据 x 的 分 布 后 ,就 可 以 司 计 该 数据 的 参数 . 


[mhat ,sigmahat muci,sigmaci] =normfit(x) 
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. 252， 第 15 章 数据 的 统计 描述 科 分 析 


结果 : muhat = 594, sigmanat = 204.1301,muci = [553.496 2, 634.503 81, 
sigmaci =[179.227 6, 237 .132 9| 
属 讨 出 该 刀 县 的 均值 为 594 ,标准 差 为 204 ,均值 的 0.95 置信 区 间 为 [553 .4962 ， 
634 .5038 1] ,标准 差 的 0.95 置信 区 间 为 [179 .2276, 237 .13291]. 
5 . 假设 检验 : 
已 知 刀具 的 寿命 服从 正 态 分 布 , 现 在 方差 未 知 的 情况 下 ,检验 其 均值 mm 是 否 等 于 594.， 
[h,sig,ci| =ttest{x,594) 
结果 :h =0 ,sig=l.ci=[553.4962 .634.5038 ] . 
检验 结果 :1, 布尔 变量 h =0 , 表 站 不 拒绝 零 假 误 .说 明 提 出 的 假设 夺 命 均值 5394 是 合理 的 . 
2. 95 镶 的 置信 区 间 为 1553 .5 .634 .5 | , 它 完 全 包 插 594， 且 精度 很 高 ， 
3. sig 的 值 为 1 , 远 超 过 0 .5 ,不 能 拒绝 雪人 和 假 设 . 
所 以 ,可 以 认为 力 具 平均 寿命 为 594. 


15.5 司 题 


1， 某 校 60 名 学 生 的 一 次 考试 成 绩 如 下 : 
93 75 83 93 91 85 84 82 77 76 77 95 94 89 91 
88 86 83 96 81 79 97 78 75 67 69 68 84 83 81 
75 66 85 70 94 84 83 82 80 78 74 73 76 70 86 
76 90 89 71 66 86 73 80 94 79 78 77 63 53 55 
(1) 计算 均 秆 ,标准 差 , 极 差 . 偏 度 、 峰 度 , 画 出 直方 图 ; 
(2) 检验 分 布 的 正 态 性 ; 
(3) 车 检验 符合 正 态 分 布 ,估计 正 态 分 布 的 参数 并 检验 参数 . 
2. 科学 上 的 重大 发 现 往往 是 由 年 轻 人 作出 的 . 下 面 列 出 了 自 16 世纪 初期 至 20 世纪 早期 的 
十 二 项 重大 发 现 及 其 发 现 者 、 发 现年 份 和 发 现 者 当时 年 龄 . 


“er 


a 


重大 发 现 年 上 
ETEEEIOED 4 
(2) 望远镜 ,天 文学 的 基本 定理 ”和 咯 | 1 36 
(3) 运动 原理 ,重力 , 微 积分 23 
(4) 旬 的 本 夺 4 
(5) 燃烧 是 与 氧气 联系 着 的 31 
(6) 地 球 是 浙 进 过 程 演化 成 的 33 
(7) 自然 选择 控制 演化 的 证 据 49 
(8 光 的 场 方 和 3 
EDEEE 3 
(10) 重子 论 普 朗 克 | 1900 42 l 
(11) 狭义 相对 论 爱 因 斯 坦 26 
2) 关子 论 的 数学 大 砚 9 


设 样本 来 自 正 态 总 体 , 求 发 现 者 当时 的 平均 年 龄 的 置信 水 平 为 站 名 的 单 侧 壮 导 上 上限. 
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是 
3. 设 某 产品 的 生产 工艺 发 生 了 改变 ,在 改变 前 后 分 别 测 得 了 若干 产品 的 技术 指标 ,其 结 
果 为 
改 恋 前 :， 21.6 22.8 22.1 21.2 20.5 21.9 21.4 . 
改变 后 : 24.1 23.8 24.7 24.0 23.7 24.3 24.5 
假设 该 产品 的 技术 指标 最 从 正 态 分 布 ,方差 未 知 上 且 在 工艺 改变 前 后 不 变 . 试 估 计 工 艺 改 变 
后 ,该 技术 指标 的 置信 水 平 为 95 免 的 平均 值 的 变化 范围 . 
4. 正常 人 的 脉搏 平均 为 72 次 / 秒 , 某 医生 测 得 10 例 慢 性 中 毒 者 的 脉搏 为 (单位 :次 / 秒 ) : 
54 67 65 68 78 70 66 70 69 07 
设 中 毒 者 的 脉 捕 服 从 正 态 分 布 , 癌 中 毒 者 和 企 常 人 的 脉搏 有 无 显著 差异 (ae =0.05)? 
5.。 从 某 电 工 器 材 厂 生产 的 一 批 保险 丝 中 抽取 10 根 ,测试 其 融化 时 间 ,得 到 数据 如 下 : 
42 65 75 78 Tl S59 37 68 53 34 
设 这 批 保 险 丝 的 柄 化 时 间 服 从 正 态 分 布 ,检验 总 体 方 差 是 否 等 于 122? 
6. 甲 、. 乙 两 台 机 床 生产 同一 型 号 的 滚珠 ,从 这 两 台 机 床 生产 的 滚珠 中 分 别 抽取 若干 个 样品 ， 
测 得 滚珠 的 直径 (单位 :mm) 如 下 : 
用 机 床 :130 14.7 15.2 134 14.8 15.1 13.2 15.0 
乙 机 床 :1S.2 15.0 14.8 15.2 15.0 150 14.8 153.1 14.9 
设 两 台 和 机 床 生 产 的 滚珠 的 直径 都 服从 正 态 分 布 ,检验 它们 是 苍 服 从 相同 的 正 态 分 布 (ae =0.05)? 
7. 据说 基地 汽油 的 价格 是 每 加 仑 115 美 分 ,为 了 验证 这 种 说 法 ,一 位 学 者 开车 随机 选择 了 
一 些 加 油 站 ,得 到 某 年 1 月 和 2 月 的 数据 如 下 : 
1 月 :1t9 117 11s 11 112 121 1l3 la lle 二 各 
109 1i2 19 112 117 113 id 109 09 工 1 各 
2 月 :118 149 11S 122 118 121 120 122 128 1é 
120 123 121 119 17 119 128 126 i118 125 
(1) 分 别 用 两 个 月 的 数据 验证 这 种 说 法 的 可 靠 性 ; 
(2) 分 别 给 出 1 月 和 2 月 汽油 价格 的 置信 区 间 ; 
(3) 给 出 1 月 和 2 月 汽油 价格 差 的 置信 区 间 . 


D1] 加仑 ( 美 } =3.785 412 dm 
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第 16 章 回归 分 析 


一 切 运动 奢 的 事物 部 古 相互 联系 、 相 互 制约 的 ,从 而 ,描述 事物 和 事物 运动 的 受 量 之 间 也 是 
相互 联系 .相互 制约 的 . 变量 之 间 的 相互 关系 ,可 分 为 两 类 :一 类 叫 咎 确定 性 美 系 , 也 叫 敌国 数 关 
系 , 其 特征 是 :一 个 变量 随 荐 其 他 变量 的 确定 而 确定 . 俩 如 加 面积 8 与 半径 r 之 间 的 关系 3 =r、 
另 一 类 关系 叫 相关 关系 ,这 一 类 关系 的 特征 是 :变量 之 间 的 关系 很 难 用 一 种 精确 的 方法 表示 出 
来 . 例如 ,人 的 刁 喇 和 体 恒 之 间 有 一定 的 关系 ,但 是 由 身高 不 能 精确 地 计算 出 体重 ,由 体重 也 不 能 
精确 地 计算 出 封 蜗 ; 义 如 人 的 年 龄 与 血压 之 辣 的 关系 ;农业 上 的 施肥 景 与 十 产 景 之 间 的 关系 等 
不 过 ,需要 指出 的 是 :确定 性 美 系 与 相关 性 关系 之 间 没 有 一 道 不 可 逾越 的 鸿沟 . 由 于 存在 测量 误 
差 等 原因 ,确定 性 关系 在 实际 问题 中 往往 通过 相关 关系 表示 出 来 . 男 一 方 而 , 当 对 事物 内 部 规律 
了 解 得 更 如 深刻 时 ,相关 关系 也 有 可 能 转化 为 确定 性 关系 . 

回归 分 析 就 是 处 理 变 量 之 间 的 相关 关系 的 一 种 数学 方法 , 它 是 最 常用 的 数理 统计 方法 ,能 解 
决 预测 .控制 .生产 工艺 优化 等 问题 . 它 在 工农 业 生 产 和 科学 研究 各 个 领域 中 均 有 三 证 应 用 ， 

回归 分 析 一 般 分 为 线性 回归 分 析 与 非 线 性 回归 分 析 , 本 蓝 癌 重 外 绍 线性 回归 分 析 , 它 是 两 英 
回归 分 析 中 较 简 单 网 一 类 ,也 是 应 用 得 较 才 的 一 尖 . 


16.1 一 元 线性 回归 


16.1.1 数学 模型 


先 看 一 个 实际 例 了 于: 
例 1 测 15 名 成 年 女 于 胸 身 山 与 腿 长 所 得 数据 如 下 : 


Ee 
| 及 名 | 


回回 加 固 加 本 回国 加 加 区 


为 了 研究 这 些 数据 之 间 的 规律 性 ,我 们 以 身高 * 为 横 坐 标 ,以 腿 长 y 为 维 坐 标 将 这 些 数 据点 (xs， 
yi 在 平面 直 和 坐标 系 上 标 出 ,如 图 16-1 所 示 . 称 这 个 图 为 散 点 图 . 

由 图 16 -1 看 到 ,数据 点 大 致 落 在 一 条 直线 附近 ,这 说 明 变 量 * 与 之 间 的 关系 大 致 可 以 看 
作 是 直线 关系 . 不 过 这 些 点 又 不 都 在 - -条 直线 上 ,这 表明 x 和 y 之 则 的 关系 不 是 确定 性 关系 . 实 
际 上 , 腿 长 y 除了 与 身高 + 有 一 定 关系 外 ,还 受到 洗 多 其 他 因素 的 影响 . 因此 3 与 * 之 间 可 假定 
有 如 下 纺 构 陈 : 

Y= 二 HB, +Hxi+t+e (1) 

其 中 Bu ,Bi 是 两 个 未 知 参 数 ,s 为 其 他 随机 因素 对 7y 的 影响 .zx 是 非 随 机 可 精确 观察 的 ,ea 是 均 但 
为 零 的 随机 变量 ,是 不 可 观 称 的 ， 
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图 16-1 


一 艇 地 , 称 由 (1) 确 定 的 模型 为 一 元 线性 回归 模 型 , 记 为 
Y= BB, +Bx+e 
(i = 0,De= rr 
固定 的 未 知 参 数 B, .58, 称 为 回归 系数 ,月 变量 x 称 为 回归 变量 、 
(1) 式 两 过 同时 取 期 望 得 :Y=B。+Bix, 称 为 Y 对 ?的 辐 归 直线 方程 . 
在 该 模型 下 ,第 i 个 观测 值 可 以 看 作 样 本 著 =Bo +Bix; + zi( 这 些 样 本 相互 独立 但 不 同 分 布 ， 
i=],2,…,n) 的 实际 抽样 值 , 即 样 本 值 . 
一 元 线性 回归 分 析 的 主要 任务 是 :由 试验 值 ( 样 本 值 ) 对 B.B, 和 og 作 扣 售 计 ; 对 回归 系数 
B, .8 作假 设 检验 ;在 x =x。 处 对 y 作 预测 ,并 对 y 作 区 间 居 计 . 


16.1.2 模型 参数 估计 


1. 同 归 系 数 的 最 小 二 乘 什 计 z 
现在 我 们 于 最 小 二 乘法 来 估计 模型 中 的 末 类 参数 B, 和 有 .假设 有 nm 组 独立 观测 值 : 
《zy CX 1 中 的 n=16) ; 则 由 {2) 存 
由 = BB, + Bx 下 Esl 一 Ll 2 
Es, = 0,De, = 目 sys me 相互 独立 


(2) 


Q = Q(BoB) = De = Dy ~ Bo -Br) 
称 Q(B,,B,) 为 偏离 真实 直线 的 偏差 平方 和 . 最 小 二 乘法 就 是 选择 B。 和 B, 的 估计 色 ,B, ,使 得 
QB,B,) = minQ( po,8,) 
为 此 ,将 上 式 分 别 对 BB, 求 偏 导数 ,得 


SR ~ B, - Bx,) 
= = -Bo = Dr 


令 上 两 式 为 0, 并 用 PB,B, 取代 应 ,有 ,得 
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岂 


I -Bo -Bx.) =0 


> xy -PB -Bx.) =0 


于 是 有 
站 > 
Bo > x +B Dx 2 
此 方程 组 称 为 正规 方程 . 
由 正规 方程 解 得 
= -Px 
_ x 一 和 
局， 图 i 
或 
5 (x — 5)(y, 一 用 
B, = 一 
> (x, — x) 
其 中 


a oc dl > 
用 这 种 方法 求 出 的 估计 Bti=0,1) 称 为 8, 的 最 小 二 禾 司 计 , 简 称 LS 情 计 《人 经验) 回归 方程 为 
y =P +Bxr=y +B (x"#) 
显然 , 记 是 拟 合 直线 的 斜率 ,PB 是 拟 合 直线 在 x=% 处 的 截 矩 .ma 个 后 ( ,7 i=1,2,"…,n) 
的 几何 重心 (*,7) 落 在 拟 合 直线 上 . 
为 了 便于 计算 ,人 们 常用 下 列 记 号 和 等 式 的 各 种 变形 : 


由 


上 三 《一 三 > (x, 一) 和 三 2 ~ nx 


+ 二 | ts 


和 0 . > (sa = 六 = Dy -ny (3) 
L,, = > or -7 = > (yr = > -nF 
这 时 户 | 可 简 记 为 
Bb, = LL, 
上 一 党 让 外 
注意 : (1) 请 = 二 一 -~ "2 . L ,所 以 它 是 B, 的 无 偏 佑 计 , 同 样 ,B, 也 
Sy (Cx, — ) Be 
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是 局 的 无 篇 估计 
(2) 对 每 组 (x;,y;) ,可 求 出 拟 合 值 7 以 及 残 差 7 -7 , 易 知 
2, (7 -区 ) = 0 
这 了 毁 明 残 差 之 和 为 零 . 
2. er 的 无 偏 估 计 
记 
= Q(B DB) 2 (7. -Bo - Bix) 一 (4 1) 


称 0, 为 残 善 平方 和 或 剩余 平方 和 . 在 模型 {2) 下 , 易 知 ,EO. =(na -2)e-, 常 记 
0 = Qn -2) 
9! 为 币 祭 方差 { 喊 盖 的 方差 } , 它 是 oo” 的 无 篇 悄 计 , 旦 
Lp. ~X {nn-2), J ~xX (nn-2) 
{TT [7 
0 分 别 与 把 高 独立 ,or 称 为 剩余 标准 差 . 显然 ,oF 越 接近 于 0, 说 明 线 性 回归 方程 (1) 越 显著 . 
16.1.3 检验 .预测 与 控制 


一 元 线性 回归 模型 的 检验 ,预测 ,控制 是 回归 分 析 的 主要 内 容 . 先 不 加 证 明 地 给 出 : 
定理 ”在 模型 (2) 下 ,我们 有 


一 了 
业 


(BAM) 


(2) pb, ~N[B, an 

(3) S22) 

(4) y,Bi,Q. 相互 独立 . 

ti， 回归 方程 的 显著 性 检验 

在 实际 工作 中 ,事先 我 们 并 不 能 断定 y 与 + 之 间 有 线性 关系 , 式 (1) 只 是 一 种 假设 . 当然 ,这 
个 假设 不 是 没有 根据 ,我 们 可 以 通过 专业 知识 和 散 点 图 作 粗 略 判 断 . 但 在 求 出 回归 方程 之 后 ,还 
须 对 这 种 线性 回归 方程 同 实际 观测 数据 拟 合 的 效果 进行 答 验 ， 

由 式 (1) 可 知 , 当 |pB,| 越 大 ,y 随 x 的 变化 的 趋势 就 越 明 显 ; 反 之 , 当 |B, | 越 小 ,y 随 x 的 变化 
的 趋 努 束 越 不 明显 ,特别 当 B8, 等 于 0 时 , 则 认为 Y 与 x 之 间 不 存在 线 竹 关系 . 当 B, 0 时 , 则 认为 
7 与 * 之 间 有 线性 关系 41). 因此 ,问题 归结 为 对 假设 

H,:B, =0; H:B=#0 

进行 检验 . 假设 贞 : B, =0 被 拒绝 , 则 回归 显著 ,认为 y 写 x 存在 线性 关系 ,所 求 的 线性 回归 方程 
有 有 意义 ;否则 回归 不 显著 ,y 与 4 的 关系 不 能 用 一 元 线性 回归 模型 来 描述 ,所 得 的 回归 方程 也 无 
意义 . 此 时 ,可 能 有 如 下 几 种 情 阅 : 

(1) x 对 y 没 有 显著 影响 ,此 时 应 丢 挥 预报 变量 x 

(2) xz 对 yY 有 显著 影响 ,但 这 种 影响 不 能 用 线性 相关 关系 来 表示 ,应 该 用 非 线 性 回归 ， 
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(3) 除 x 之 外 ,还 有 其 他 不 可 忽略 的 预报 变量 对 y 有 显 着 影响 ,从 而 前 肛 了 * 对 y 的 影响 ， 
此 时 应 用 多 元 线性 回归 模型 . 因此 ,在 接 党 可 的 同时 ,需要 进一步 查 明 原因 分 别处 理 . 但 要 查 明 
原因 ,并 非 易 事 ,此 时 对 该 问题 的 专 炎 知识 往往 起 着 重要 的 作用 . 
以 下 介绍 三 种 不 同 的 检验 方法 ,它们 本 奈 上 是 相同 的 . 
C1) 下 检验 法 
考虑 恒等式 
= UH.+U (5) 


其 中 总 离 差 平方 和 上 ,, 、 残 差 平方 和 9, 的 表达 式 分 别 见 (3) (4) 式 , U = D (7y, -YY) 称 为 回归 


平方 和 ,(5) 式 称 为 (总 离 差 } 平 方 和 分 解 式 . 

(5) 式 表示 总 的 离 差 平方 和 上 了 .分解 为 两 部 分 :前 一 部 分 是 由 于 实际 观测 值 没 有 落 在 回归 直 
线 上 引起 的 (否则 残 差 平方 和 为 0) ,后 一 部 分 则 是 由 回归 直线 引起 的 . 因此 ,UV 越 大 ,8, 就 越 小 ， 
表示 7 与 x 的 线性 关系 就 越 显 著 ; 上 反之 ,0U 越 小 ,Q, 就 越 大 ,表示 7 与 * 的 线性 关系 就 越 不 显著 . 
这 样 ,我 们 找到 了 一 种 判别 回归 直线 拟 合 程 度 好 坏 的 方法 ;看 总 的 离 差 平方 和 上 ,包含 了 多 少 回 
归 平 方 和 与 和 多少 残 差 平方 和 . 如 果 UL, 接近 于 1, 或 等 价 地 ,DC 较 大 , 则 对 拟 合 效果 感到 
满意 . 

易 知 , 当 抽 成 立时 ,有 UAo ~x (1) 且 0, 与 5 独立 , 再 由 下 分 布 的 定义 知 ,当成 立时 ， 
有 

了 
ER {1 

前 面 分 析 过 , 当 五, 不 真 时 ,线性 回归 效果 显著 ,F 的 值 应 比较 大; 否则 就 比较 小 . 由 此 ,对 给 
定 的 显著 水 平 ,检验 规则 为 : 

当下 > 下, (1,# -2) 时 ,拒绝 五 ;否则 就 接受 二,. 

(IE 检验 法 

由 上 分布 的 定义 知 : 当 豆 成 立时 ， 


这 年 i{rn —2) 
因此 ,对 于 给 定 的 显著 水 平 a, 用 7 统计 量 检验 ,其 规则 为 : 当 |T| >5s(a-2) 时 ,拒绝 总; 否 


则 就 接受 万 ,. 
{三 ) r+ 检验 法 


我 们 已 经 提 到 过 ,如 果 王 接近 于 t, 则 回归 方程 效果 显著 . 记 
(sr 


Ye (yD) 
称 为 样本 相关 系数 ,简称 相关 系数 . 履 统计 基 " 可 用 米 刻画 y 与 * 之 间 线性 相关 的 密切 程度 ,也 
可 用 来 检验 假设 已: p, =0, 其 检验 方法 称 为 + 检验 法 . 对 给 定 的 显著 水 平 a, 检 验 规则 为 : 
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当 |r| > mr _。 时 ,拒绝 H,; 否则 就 接受 专 . 这 里 7 满足 


I 
1 + (nxn-2)/F (1l,n~2) 


Prt | 了 | 位 六 一 a ,其 中 六 三 


也 可 从 附 表 查 得 六 -。 的 值 . 由 于 
(n-2)U (27 _ (n-2)r 
必 ， Lt1 -rr ) 《1 -rr) 
所 以 7 检验 法 与 检验 法 实际 上 是 一 回 事 . 
2. 回归 系数 的 置信 区 间 
由 


| 


BB ~ i{n—2), Bo-B ~ itn -2) 


5 到 
L,, 


得 B 和 有 B, 置信 水 平 为 1 -a 的 置信 区 间 分 别 为 


Es 


l 
0 |—- 
形 


1 1 x 
[Bo -tn 2)6， 和 Bo + 三 .sm -2)0, + | 


| 


和 
[8 - { sn —- 2)5,/ "mk 局 二 与 s(n ~ 2)g,.7 VL | 
再 由 上 je ~x¥ {nn -2), 还 可 得 gg 的 置信 水 平 为 1 -a 的 置信 区 间 为 
以 。 以 。 
Xistn-2) Xseln-2) 

3， 预测 与 控制 

看 检验 的 结果 拒绝 了 : B, =0, 则 表明 7 与 x 的 线性 相关 关系 显著 ,也 就 是 回归 方程 与 实 
际 观测 数据 拟 合 效果 显著 . 接 下 来 的 问题 是 如 何 利 用 辣 轨 方程 y=B。+B,x 进行 预测 和 控制 . 所 
谓 预 测 问 题 ,就 是 对 固定 的 x 值 预测 相应 的 y 值 ;所谓 控制 问题 是 指 通 过 控制 x 的 值 ,以 便 把 x 
的 值 控 制 在 指定 的 范围 内 . 

(1) 预测 

设 y 与 x 满足 线性 模型 , 量 # ~ NC(0,o ). 根据 历史 样本 (wy ) 27) (xy ) 求 得 
回归 方程 Y =P +Bix, 令 xo 表示 x 的 某 个 辕 定 值 ,上 且 y=Bo+Bixotsoyeo ~N(0,o ), 设 mi， 
…,Y, 相互 独立 , 求 7, 的 预测 值 和 预 测 区 间 ， 

根据 回归 方程 的 意义 ,我们 自然 用 x, 的 回归 值 7 = 高 +Bixo 作为 x 的 预测 值 . 因 
, 8yo = E(B, + Bxo) = Bo + Bro = Eyo 
故 是 Ey 的 无 偏 估计 ， 

往 下 讨论 和 的 区 间 预 测 问 题 . 为 此 , 先 求 ye -mm 的 分 布 . 

由 于 加 = +Bixo =y- 启 (xz -x) ,与 Bi 相互 独立 ,上 且 

Dj) = D7) + (so 2), DPB) = ol | 
n 于 


此 出 
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入 
Fo ~ Ap， + Bixo | 二 | 


| Yo 只 依赖 于 FosTlr VY, :Tn ~ N(B, 二 太吉 ,TT ) » 出 此 得 了 yn Ey Yo 相互 独立 ,所 雇 y。 -服从 
正 态 分 布 , 其 方差 为 


下 本 _ we 1 (xo — 
D(y, yo) 0 
wa 
由 yp ,总 . 相互 独立 , 可 得 yo 与 妨 . 独立 ， 几 由 yo 与 8 独立, 推 得 Yn -Yo 与 人 2, 独立, 因此 


i 


Yo -Yo 
T= ] (x 一 x ee 
rr ++ No ln-2) 
n LL | 
= ttn—2) 


;fi 
: n a 
给 定 显 著 性 水 平 a, 有 .s(n -2), 使 
P{lT|<t s(n -2)}= ] -a 
即 有 


Ply - 6x0) < 和 | = 一 
其 中 


(x0 = Ot gn — 2) 


从 而 得 到 的 置信 水 平 为 1 -a 的 预测 区 间 为 
[yo ~ B(x0), Yo + (Cro)] 

由 上 可 知 ,剩余 标准 差 r, 越 小 ,预测 区 间 越 窜 , 即 预测 越 精 确 , 男 外 ,对 于 给 定 的 样本 观测 值 
和 置信 水 平 而 言 ,xo 越 靠 近 3 时 ,预测 精度 就 越 高 . 

由 于 % 的 任意 性 ,因此 夹 在 两 曲线 

YE) = % ~ BK), Flx) = yo + B(xo) 

之 问 的 部 分 就 是 y=B, +B,x+z 的 置信 水 平 为 1 -a 的 预测 带 . 

特别 地 , 当 很 大 且 x 在 附近 取 值 时 ,有 


一 
0 | ed 
1 -部 n 上 


元 坑 


Eo 


= ] 


4| 记 


此 时 ,8(x) = cui :于 是 7 的 置信 水 平 为 1 -a 的 预测 区 间 近 似 为 
[7 了 -on ， 了 + 


几时 的 预测 带 是 平行 于 回归 直线 的 两 平行 线 之 间 的 部 分 . 作 这 种 近似 使 得 预测 工作 得 到 很 大 简 
化 . 特别 在 应 用 中 ,有 时 更 简单 地 好 
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ox = 0.05, Ws = Wo os = 1. $6 
x = UO.01], Us = Mo.995 = 2. 5%8 
这 就 是 说 ,置信 水 平 为 站 多 与 和 9 免 的 预测 区 间 分 别 近 似 为 
[¥ -1.960, y+1.90,] 
利 
[7 -2.580,, Y +2.580.,] 
2) 控制 
若 要 y=B, +Bix+& 的 值 以 1 ~ 的 概率 落 在 指定 区 间 (y',y") 之 内 ,那么 预报 变量 x 应 控制 
在 什么 范围 内 . 也 就 是 说 ,下 求 出 区 间 (x' ,x") ,使 当 * <x<x" 时 ,对 应 y 植 以 1-a 的 概率 落 在 
(7 六) 之 内 ,这 就 是 控制 问题 . 控制 问题 可 以 看 作 是 预测 问题 的 反问 题 . 
在 图 中 ,出 于 两 曲线 7(x) =yo -atxo)yyakxy =J+Bt) 所 夹 的 部 分 就 是 了 =Po +Bx+e 
的 喷 信 水 平 为 1 -ea 的 预测 带 , 故 若 要 y 的 观测 值 以 1 -a 的 概率 落 在 (Y ,多 之 内 ,只 要 控制 x 
满足 以 下 两 个 不 等 式 
y—- (x) YY, YY+6(x) Ey 
这 里 要 求 多 -7y 26(0x). 苦 y7-Sxz) =Y',Y-8(x) = 六 分别 有 解 x' 和 x", 即 
y- Sx) = YY, FY+6(x) = 
则 (xx 就 是 所 求 的 * 的 控制 区 疝 ， 
一 般 来 说 ,要 解 出 *' 和 x" 很 复杂 - 车 样本 容量 很 大 , 昌 * 在 * 附近 时 ,问题 可 以 大 大 简化 ,这 
时 我 们 可 以 利用 预测 区 间 [y - reu sy， +0 .s] 来 进行 控制 . 


16,1.4 可 线性 化 的 一 元 非 线 性 回归 {曲线 回归 ) 


在 工程 技术 中 ,有 时 两 个 变量 之 间 的 关系 可 以 不 是 直线 (或 线性 ) 的 相关 关系 ,而 是 某 种 蜡 
线 ( 或 非 线 性 ) 的 相关 关系 . 

例 2 出 钢 时 所 用 的 盛 钢 水 的 钢 包 ,由 于 钢水 对 耐火 材料 的 侵蚀 ,容积 不 断 增 大 . 我 们 希望 
知道 使 用 次 数 与 增 大 的 容积 之 间 的 关系 , 对 一 钢 包 做 试验 , 调 得 的 数据 列 于 下 表 : 


本 而 关 CE 
2 6. 42 10. 49 
a 
| 


把 (zy,) =1,2,…,15 画 出 散 点 图 ,这 些 点 分 布 在 一 条 自 钱 附近 . 从 图 16 -2 上 我 们 看 到 , 开 
始 侵蚀 速度 快 ,然后 逐渐 减 慢 ,而 点 的 分 布 逐渐 接近 于 一 条 平行 于 x 轴 的 直线 ,因此 钢 包 容积 不 
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会 无 限 增 加 . 显然 将 此 例 看 作 一 元 线性 回归 是 不 合适 的 , 这 种 需要 配 曲 线 的 情 癌 就 是 非 线 性 回归 
或 曲线 回归 . 此 例 中 应该 起 样 配 曲 线 呢 ? 


图 158 一 2 


配 曲 线 的 一 般 方 法 是 : 先 对 两 个 变量 上 和 Y 作 m 次 坛 验 观察 得 (*,,y) ,i=1,2,…,n. 加 出 艇 
点 图 ,根据 散 点 图 确定 须 配 曲线 的 类 型 . 然后 由 于 对 试验 数据 确定 每 一 奖 关 线 的 未 郑 参 数 a 和 
b. 采用 的 方法 是 通过 变量 代 换 把 非 线性 辐 归 化 成 线性 回归 , 即 采 用 非 线性 阿 归 线 性 化 的 方法 , 通 
常 选择 的 六 类 曲线 及 上 员 体 代 换 方法 如 下 |; 


(1) 双 章 线 =a + 作 变 量 代 措 w=1/4,s =1/), 得 


vt 二 + hu 
由 试验 值 (x ,y;:) i = ;2,2 按 严 ; = xr, ,vo, = 一] 7 算出 (et ,1 二 | ,2 对 还 下 利用 时 
而 的 经 验 回归 直线 公式 ,计算 参数 估计 值 有 .PB,. 故 有 


(2) 窜 活 数 昌 线 yY=ax ,其 中 x>0,a>0. 
两 边 取 常用 对 数 ;logy = loga + blogx, 央 作 代 措 1 = logx ,t= logy,A = loga, 则 大 隔 数 曲线 片 程 
就 变 成 直线 方程 
v= 二 + bu 


由 试验 值 (x ,了 ),i=t,2 ,站 算出 (ao)=1,2, na, 对 荆 与 利用 本 章 前 面 的 经 验 回 果真 
线 公 式 ,计算 参数 估计 值 4 ,又 由 &=10" 得 6 值 . 放 有 


- 
¥ 二 竹 各 


(3) 指数 骨 线 y = ee“ ,其 中 参数 e >0. 
(4) 俏 指 数 则 线 y = acy", 其 中 。 >0, 两 边 了 自然 对 数 ,得 ny =Jaa + 二 ,再 作 代 换 = 工 ,s= 


my ,4 =lpna 则 倒 措 数 曲 线 方程 变 成 
1 二 + bu 
由 试验 入 (x ,7 ) =1.2, 算出 (ai=12 ,ny 对 与 tb 利用 14.1.2 的 上 方法 配 绎 验 回 


上 归 直 线 公 式 ,计算 参数 佑 计 值 4 ,6, 叉 山 &=e 得 & 值 . 故 有 


-, Ex 
y = ax 
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5) 对 数 曲 线 Y=a+blogx,x>0. 
(6) 5 型 曲线 y = 一 一- 


a+be 
关于 指数 曲线 .对 数 曲 线 积 $ 型 曲线 的 线性 化 方法 希望 读者 自己 去 作 . 
现在 来 求解 例 2. 由 图 我 们 选 配 倒 指 数 曲 和 


中 
和 二 在 所 


下 


根据 线性 化 方法 ,算得 


上 = 一 [1107，4 = 2.4587 


由 此 

a = e = 11.6789 
最 后 得 

Y 一 11. 6789e 
这 就 是 要 配 得 的 曲线 方程 . 


应 该 指出 ,上 面 选 取 的 曲线 类 型 是 根据 试验 值 的 点 图 确定 的 . 在 工程 执 术 中 ,有 时 利用 专业 
知识 也 可 以 确定 曲线 的 类 型 ,这 当然 更 好 ， 


16.2 多 元 线性 河 归 


16.2.1 数学 模型 


本 节 介 绍 有 多 个 自 变 量 的 多 元 强 性 回归 ,这 种 问 妇 在 工程 上 应 用 更 为 广泛 . 

一 般 地 ,影响 试验 指标 的 因素 往往 不 止 一 个 , 即 有 和 多 个 因素 ,假设 它们 之 阅 有 如 下 的 线性 关 
系 式 : 

y=B, +Bx +t +t+Bx,+e (1) 

其 中 y 为 可 观察 的 随机 变量 , 称 为 因 变 量 . x, ,x,,… ,x; 为 非 随 机 的 可 精确 观察 的 变量 , 称 为 自 变 量 
或 因子 ,B, ,8B.,B;，… 5,B; 为 上 +1 个 未 知 参 数 ,s 是 随机 变量 ,一 般 假 设 Be =0,De =e > 由 为 了 估计 
未 知 参 数 昌 ,8 ,8 ,8 及 ao ,我 们 对 YY 与 x ,x;,… ,x 同时 作 m 次 观察 (试验 ?得 = 组 观察 值 
Cy +1) ,它们 满足 关系 式 


y= Bo + BX, 十 rr + BLX, 十 如， 一 ] ，…: ， 玉 (2) 
其 中 sa,,…,s, 互 不 相关 且 均 是 与 = 同 分 布 的 随机 变量 , 为 了 用 矩阵 表示 上 式 , 令 
¥| | XI Ne B, 石 | 
y = | | 六 . 0 "a 9 | 8 . I 2 
y ] Til . Tk Bb, i 


于 是 (1) 式 变 为 
FY = 8 +e (3) 
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其 中 支 为 已 知 的 2x(E+l)y 阶 矩阵 , 称 为 回归 设计 矩阵 或 资料 矩阵 .及 为 上 +1 维 未 天 有 的 列 问 量 ， 
2 是 满足 
[ = 0 
COV(e,e) = oT 
的 n 维 随机 烈 向 量 , 其 中 oo 是 未 知人 参数 ,D(e,) = ,t=1,…,n, 所 为 nn 阶 单位 矩阵 , 即 对 首 机 误 
差 a,,… ,ge, 作 无 偏 、 等 方差 与 互 不 相关 的 假定 .了 是 rn 维 观 察 列 向 量 . 一 般 称 
|。 = APB +E 
Fa = 0,COV(e,e) = oI 
为 高 斯 - 马尔 可 去 线性 模型 (元 线性 同 归 模 型 ) ,并 简 记 为 (了 ,X68 ,oo 了) 
对 (1) 式 取 期 望 


(4) 


y= B, +tBx, + + Hx 
称 为 回归 平面 方程 . 
对 线性 模型 (了 , 驹 ,r 1,) 所 要 状 虚 的 主要 问题 是 : 
(1) 用 试验 值 (样本 值 ) 对 未 知 参 数 B,,B,,…,B, 和 oo 作 点 估计 和 假设 检验 ,从 而 建立 y 与 
XsX24" i 之 同 的 数量 关系 ; 
(2) 在 * =xoxza =xoz XE =%a 处 对 7 的 值 作 预 测 与 控制 ,并 对 7 了 7 作 区 间 售 计 . 本 重 息 仿 
二 半 > 天 十 ]. 


16.2.2 模型 参数 估计 
1. 对 8, 和 or 作 个 计 
下 面 用 最 小 二 乘法 求 B,,… ,BB 的 佑 计量 ., 和 作 离 差 平方 利 
Yu = D (7 -B= Bx, - - Bex) 


选择 局 ,… ,Bi ,使 8 达到 最 小 , 即 9 = min. 根据 微 积 分 学 中 求 最 小 值 的 方法 ,只 需求 方程 组 (该 
方程 组 称 为 正规 方程 组 ) 


200 -0 
dp 
30 _ 0 
npi 
90 _0 
dg 有 


的 解 . 解 此 方程 组 得 到 的 不 是 B,,… ,8B; 的 真 值 ,而 是 估计 值 应 :应 , 故 可 将 此 正规 方程 组 化 向 为 
4 内 = 中 或 (XX)IB =XY 

其 中 

7 =| | B= (5) 


| 才 a1 Ta 7 大 rs 局， 
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解 得 估计 值 
=A"B = (XK) (XY)( 若 4 = 革 革 可 道 ,8B = 三 上 ,在 表示 于 的 转 置 矩 阵 ) 
这 样 计算 得 到 的 B, 代入 回归 平面 方程 ,得 
7 = Bo + Bx + + Bx, 

称 为 经 验 回 归 平 茄 方程 . B, 称 为 经 验 回 妇 系 数 . 

注意 : 冯 服 从 p+1 维 正 态 分 布 ,内 为 B 的 无 偏 估计 , 协 方差 阵 为 oC, 其 中 C={XX) 

2. 备 项 式 回 归 

设 变量 sy 的 回归 模型 为 

y=B +Bxr+Br + +Bx +e 
其 中 PB,68,,B,,… ,B, 是 未 知 参 数 ,z 服从 正 态 分 布 NCV0 ,pj ). 因而 
Ey = B, + Bx +Bx + + Bx 

是 天 次 多 项 式 . 上 面 的 回归 模型 称 为 多 项 式 回 归 . 多 项 式 回 归 基 一 元 非 线 性 回 妇 的 一 种 特殊 情 
况 . 安 可 以 通过 变量 代 换 线性 化 . 令 x =x',i=1,2,…, 上 ,多 项 式 回归 模型 变 为 多 元 线性 回归 模 
型 . 所 以 对 多 项 式 同 妇 的 未 知 参 数 估 计 可 利用 多 元 线性 回归 的 参数 秸 计 算法 . 当 p =2 时 ,为 抛物 
线 回 归 . 


16.2.3 多 元 线性 回归 中 的 检 检 与 预测 


1、 线 性 模型 和 回归 系数 的 检验 
现在 我 们 来 考虑 如 下 的 模型 检验 问题 ， 
人 = XH+E 
Ee~N {0,ol) 
在 实际 问题 中 ,事先 我 们 并 不 知道 或 者 不 能 断定 随机 变量 y 与 一 组 变量 x,,…,%, 之 则 确 有 
线性 关系 .7 = 有 8 +Bz +… +Bsx, +aB 往 往 只 是 一 种 假设 ,因此 在 求 出 线性 回归 方程 之 后 ,还 须 
对 求 出 的 线性 回归 方程 同 实 际 观 测 数据 拟 合 效果 进行 检验 . 可 提出 以 下 原 假 设 


Hi*B, =B, = =B,=0 
( 工 ) 下 检验 法 
由 前 商 知 识 知 ， 当 甩 , 成 立时 ， 有 
Uk 
pe (5) 


当 显 著 水 平 a 给 定 后 ,由 Qa=PiF> tk,n- 上 -1)1H 成 并 | ,县 
1 -a=PIFgF (k,n-k-1)1 HH 成 立 | 

知 检验 规则 为 : 

如 果 玉 > 下, (k,n 天-1), 则 拒绝 开 , 认 为 YY 与 x ,…,% 之 间 显 著 地 有 号 性 关系 ;否则 就 
接受 豆 ,认为 了 与 风 2 之 间 线 性 关系 不 显著 - 

( 工 ) 检验 法 

与 一 元 回归 情形 类 似 ,y 与 ,x;,，-…,%; 线 性 相关 的 密切 程度 也 可 用 回归 平方 和 也 在 总 平方 
和 上 ,中 所 占 的 比例 天 小 来 衡量 . 定义 
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一 


R = -jv 
- J ~ NU+Q. 
为 y 与 x ,X,,"… 的 多 元 相关 系数 或 复 相关 系数 . 容易 让 明 中 与 员 有 如 下 关系， 


(7) 


nk-l1 RR’ 
-TR 
故 用 上 和 用 员 检 验 是 等 效 的 . 
2， 预测 
(1 点 预 测 
当 我 们 求 出 回归 方程 


站 所 B, + Bx, 十 站 
并 经 过 检验 之 后 ,对 于 给 定 自 变量 的 入 x,… ,zx ,我 们 自然 会 用 7 = 启 +Bxi ff + 户 xi 来 
预测 y ”=PBo +Bxt + … +Bxi +e 称 7 为 y 的 点 预测 . 因 ECY”-y') =0, 所 以 ,实际 上 YY 十 
FEy "的 无 偏 佑 计量， 
(2) 区 间 预 测 
对 于 正 态 线性 模型 ,由 于 房 ~wt8,oe) ,其 中 C=A =[c] ,4 = 是 下, 记 如 =[1.z 
Xj , 则 有 
y=08 -MN(GA,G0 C6") 


VC 和 Ba， (IT :六 六 ca) 


xn 三 |] 
当 如 为 已 知 时 ,我 们 来 求 Y 的 预测 区 间 . 易 知 ,9, 与 上 相互 独立 ,从 而 8, 与 Y= GB 相互 独立 . 又 
央 yy ,7 相 五 独立 ,所 以 YY 与 = 佣 独 立 ,7 与 90, 也 独立 , 从 而 yY- 了 与 Q, 也 独立 , 且 


上 k 
y-y ~ NO,a (lt+ 2 Dex,}) 
f= 由 J = 性 


通常 有 |7 -7| 反 天, 即 7 的 置信 区 间 为 (y -天 ,+ 天 ) ,由 置信 和 度 1 -a 确定, 当 1 -a 给 定 后 ， 
因为 


Ry 
FT 
所 以 
| 
7 | 
| Ne 
Ee 
— I 
‘TF 1 + 六 > ex, 
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从 而 
K= ot tn-k-1) 


故 y 的 1 -a 的 预测 区 间 ( 置 信 ) 区 间 为 (7, ,7;) ,其 中 


7 = y 一 Oto ~k-1) 


y; 3 y + Tan 一 点 一 ] ) 
当天 =1 时 ,对 应 一 元 线性 回归 模型 ,请 读者 自己 据 上 式 和 推导 ,并 与 前 而 结论 作 比 较 . 
16.2.4 逐步 回归 分 析 


在 实际 和 研究 中 ,影响 因 变 量 y 的 因素 很 多 ,而 这 些 因 素 之 间 可 能 存在 多 重 共 线 性 ,特别 是 在 
各 个 解释 变量 之 间 有 高 度 的 相互 依赖 性 ,如 温度 和 雨量 .雨量 和 十 日 之 间 的 关系 密切 ,这 就 给 系 
数 的 估计 带 来 不 合理 的 解释 . 为 得 到 一 个 可 靠 的 回归 模型 ,需要 一 种 方法 能 有 效 地 从 众多 影 啊 7 
的 因素 中 挑选 出 对 y 贡献 大 的 变量 ,在 它们 和 y 的 观测 数据 基础 上 建立 “最 优 ” 的 回归 方程 . 逐步 
回归 分 析 法 就 是 一 种 自动 地 从 大 量 可 供 选择 的 变量 中 选择 那些 对 建立 回归 方程 比较 重要 的 变量 
的 方法 , 它 是 在 多 元 线性 回归 基础 上 涨 生出 来 的 一 种 算法 技 已 . 

从 多 元 线性 回归 分 析 中 我 们 知道 ,如 果 采 用 的 自 变 量 越 多 , 则 回归 平方 和 越 大 , 残 差 平方 和 
越 小 . 然而 ,采用 较 多 的 变量 来 氛 合 回归 方程 ,得 到 方程 的 稳定 性 差 ,每 个 自 变 量 的 区 间 访 差 积 系 
将 影响 总 体 误差 ,用 这 样 建立 起 来 的 回归 方程 作 预 测 的 可 靠 性 差 、 精 度 低 . 另 一 方面 ,如 果 采 用 了 
对 y 影响 其 小 的 变量 而 遗漏 了 重要 变量 ,可 导致 估计 量 产 生 偏 倍 和 不 一 致 性 . 鉴于 上 述 原 因 , 我 
们 希望 得 到 “最 优 ” 的 回归 方程 . 这 样 的 “最 优 ”的 回归 方程 就 是 包含 所 有 对 y 有 影响 的 变量 而 不 
包含 对 7 影响 不 显著 的 变量 间 妇 方程 . 

选择 “最 优 ” 的 回归 方程 有 以 下 几 种 方法 : 

(1) 从 所 有 可 能 的 因子 (变量 } 组 合 的 回归 方程 中 选择 最 优 者 ; 

{2) 从 包含 全 部 变量 的 回归 方程 中 逐次 其 除 不 显 者 因 于 :; 

《3) 从 一 个 变量 开始 ,把 变量 未 个 引信 方程 ; 

(4)“ 有 进 有 出 ”的 逐步 回归 分 析 . 

上 而 元 种 方法 以 第 四 种 方法 , 即 逐 步 可 归 分 析 法 在 短 选 变量 方 而 较为 理想 , 故 目前 较 多 采用 
该 方法 来 组 建 回归 模型 . 该 方法 也 是 从 一 个 自 变量 开始 , 视 自 变量 y 作用 的 显著 程度 ,从 大 到 小 
地 依次 逐个 引入 回 好 方程 .但 当 引 入 的 自 变 量 由 于 后 面 变量 的 引 人 而 变 得 不 显著 时 ,要 将 其 风 除 
掉 . 引入 一 个 自 变量 或 从 回归 方程 中 删除 一 个 自 变 量 , 为 逐步 回归 的 一 步 . 对 于 每 一 步 都 要 进行 
y 值 检验 ,以 确保 每 次 引入 新 的 显著 性 变量 前 回归 方程 中 只 包含 对 7y 作用 显著 的 变量 . 这 个 过 程 
反复 进行 , 直 圣 既 无 不 显著 的 变量 从 回 妆 方程 中 期 除 ,又 无 显著 变量 可 引信 回 归 方 程 时 为 止 ， 
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引信 日 变量 必须 昌 有 恢 据 . 假定 已 有 个 有 自 变量 引信 回 归 方 程 ,中 已 知 问 归 方 程 : 
y= 8B, +Ba +Bxs t+ + Bx 
相应 的 平方 和 分 解 式 为 
Aa = + 0, 
式 中 5S。 为 总 的 平方 和 , 为 回归 平方 和 ,4. 为 剩余 离 差 平方 和 , 为 表明 五 利 介 ,与 引信 的 自 弯 量 
有 关 ,分 别 用 区 (5 2 及 Q(x ,XX ) 表示 . 增加 一 个 自 变量 x(i=k+1,k+2,…， 
上 +p) 后 ,就 有 了 新 的 回归 方程 及 其 相应 的 平方 和 分 解 : 
Sa = Ul ym ON 

原来 是 

Ss, = U(x xys Ke) + OE Ess) 
注意 上 式 两 端 $; 十 一 样 的 , 当 x; 引 人 后 ,回归 平方 和 从 U(x ga 增加 到 U(x) Ya Xi ， 
zj ,而 残 装 平方 和 有 从 由 (zz X20) 减 少 到 Q(x) za 并 有 

Dx Rs NX ) CO— UR 

= 站 (zi Ka 一 人 

= Vm, ) 
于 是 在 添 如 x, 之 后 ,x; 对 回归 平方 和 的 贡献 V(x zz) 是 由 于 引信 = 之 后 带 来 的 关于 因 
变量 y 的 “信息 " ,也 就 是 x, 引 人 后 在 残 差 平方 和 中 所 减少 的 量 ,我 们 称 其 为 对 7 的 方差 贡 南 . 因 
此 ,很 目 然 地 将 这 个 量 六 (x x,"…' ,Xx) 与 薪 余 平方 和 作 比 较 , 春 看 %,; 的 影响 是 否 显著 ,因而 用 

FP = Ve | 

来 进行 检验 ,其 中 5 是 样本 容量 ,上 是 "已 引入 "的 自 变 量 个 数 . 适当 选取 引 人 自 变 基 的 下 检验 临 
漠 值 a ;当下 ,> 下 出 ,表明 引 人 大 日 变量 是 有 站 交 的 :当中 生 P 时 , 引 人 自 全 量 x, 束 没 有 意 
必 . 实际 上 ,可 能 让 ,> Ff 的 有 好 上 几 个 ,当然 选取 量 大 的 . 因此 ,在 算法 上 应 先 求 


max Fl. = F, 
leitrap 


然后 将 它 与 所 比较 ,如 果 忆 > 局 ,相应 的 x; 人选; 如果 天, 妆 上 ,引入 的 步骤 就 到 此 为 止 ( 因 
为 “页 献 " 最 大 都 没有 条 件 人 选 , 其 余 的 就 更 不 用 说 了 ). 
蓟 除 日 变量 也 必须 有 恢 据 , 假 征 已 有 个 上 自 变 量 引 和 人 回归 方程 , 设 为 x ,xi,… ,ti ,相应 的 平 
方 和 分 解 公 式 是 
Se = UW Nas Ni) ON 
还 个 去 挥 自 变量 4,(i=1,2,…,k) 后 相应 的 平方 和 分 解 式 : 
Ss SE Ulm 
此 时 ,回归 平方 和 从 Easyza ,Xi) 降 到 D(x 差 平方 和 从 00.(%， 
sz 增加 则 的 "贡献 "是 
Vn i Um a a) 
二 (x .NE. RS ,OT 到 加 区 和 1 ,区 
完全 和 和 上面 引入 变量 道理 一 样 ,计算 
FF = Vx A O(a Ry A A 2 
来 进行 检验 ,其 中 是 样本 容量 ,上 是 已 引 人 的 自 变量 个 数 . 适当 选取 噜 除 一 个 自 变 量 的 下 检验 
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i 


临界 值 , , 当 F,, 志 Fs 时 , 表 时 已 引入 的 自 变量 x, 对 因 变量 了 的 作用 已 不 再 显著 ,应 当 剿 除 ; 当 
,> F， 时 ,表明 此 时 无 可 剔除 的 自 变 量 . 实际 上 ,可 能 记 , < Fy 的 有 好 几 个 ,当然 应 该 选 最 小 
的 . 因此 ,在 算法 上 应 先 求 

= 
然后 将 它 与 严 比较 . 如果 玉生 PP ,相应 的 x, 应 划 除 ;如 果 瓦 ,> Fa ,表明 此 时 没有 可 蓟 除 的 自 
变量 . 在 剔除 相应 的 x 后 ,再 重复 前 述 做 法 ,直到 没有 可 遇 除 的 自 变量 为 止 . 


16.3 MATLAB 统计 工具 箱 中 的 回归 分 析 命 令 


MATLAB 统计 工具 箱 中 提供 了 一 些 同 归 分 析 的 命令 , 现 介绍 如 三 . 
16,3.1 多 元 线性 回 委 


多 元 线性 回归 的 命令 是 regress ,此 命令 也 可 用 于 一 元 线性 回归 .其 格式 如 下 : 
1 . 确定 回归 系数 的 点 估计 值 ,用 命令 :b = regress(Y,X). 
2 . 求 回归 系数 的 点 估计 和 区 间 桔 计 , 并 检验 回归 模型 ,用 俩 令 : 
[b, bint,r,rint,stats| =regress(Y,%,alpha) 
3 . 画 出 残 差 及 其 置信 区 间 , 用 人 前 令 : 


roeoplot(r,rint) 


上 述 合 令 中 ,各 符号 的 含义 如 下 : 
(1) bp.Y,X 见 第 16.2 的 (5) 式 ,其 中 5b 为 回归 系数 的 点 估计 值 记 , 即 
1 Wl i FI B, 
二 人 a I ， Y= ,b= A 
lx Xa 了 。 B, 


对 一 元 线性 回归 , 取 训 =1 即 可 ; 
{2) alpha 为 显著 性 水 平 ( 缺 省 时 为 0 .05); 
《3) bint 为 回归 系数 的 区 同和 信 计 ; 
(4) r 与 rint 分 别 为 残 差 上 及 其 置信 区 闻 ，; 
(5) stats 是 用 于 检验 回归 模型 的 统计 量 , 有 三 个 数 秆 ,第 一 个 是 相关 系数 请 { 见 16.2 市 
的 (7) 式 ) ,六 越 接近 1, 说 有明 回归 方程 越 显 昔 ;第 二 个 有 是正 值 ( 见 第 16.2 市 的 (6) 式 )， 
> 了 (k,n -kk-1) 时 拒绝 玉 ,F 越 大 ,说 明 回归 方程 越 显著 ;第 三 个 是 与 下 对 应 的 概率 P,P < 
a 时 拒绝 开 ,回归 模型 成 立 . 
例 1 对 16.1 的 例 1, 求 解 如 下 : 
(1) 输入 数据 : 
x=[1d3 145 146 147 149 150 153 4534 1535 136 L137 15 159 160 162 164 | ; 
xXx=|ones{16,1) xj] 
Y=|[88 85 88 91 92 93 93 95 396 98 937 36 98 99 100 102]'; 
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{2) 回归 分 析 及 检验 : 
Tb,bint,r,rint,stats| ~- regress{(Y,X); 
bbint,stats 


得 结果 :b = 
~-16.0730 
0 .7194 
hint = 
-33 .7071 1.5612 
0 .DAT 口 .3 人 0 
护 七 忌 女 马 = 


0.9282 180.9531 0.0000 

即 户 = 一 16.073;B =0.7194;PB 的 置信 区 间 为 [ -33.7017，1.5612 ] ,局 的 置信 区 间 为 
[0.6047 ,0. 834] :.R* =0.9282 ,=180.9531 ,P=0.0000,P <0.05, 可 知 回 归 模 型 

Y=-16.073 +0.7194x 成 并 . 
(3) 残 差分 析 ,人 必 残 差 图 : 
rcoplot(lr,rint) 
得 图 16 -3. 从 残 差 图 可 以 看 出 , 除 第 二 个 数据 外 , 共 余 数据 的 让 差 离 零点 均 较 近 , 且 残 大 的 置信 
位 间 均 包含 零点 ,这 说 明 回 妇 模型 
y= — 16.073 +0.7194x 

能 较 好 的 符合 原始 数据 ,而 第 二 个 数据 可 视 为 异 靖 点， 


Re 


图 16-3 图 16 -4 


(4) 预测 及 作 图 : 
z=b(1i) +h(i2)#*x 
Plot{(x,Y, ki+ ,x,z,r) 


得 各 数据 点 及 回归 方程 的 图 形 如 图 16 -4. 可 以 看 出 ,只 有 第 二 个 数据 点 离 回 归 直 线 肥 高 较 远 、 
16.3.2 多 项 式 回归 


1. 一 元 多 项 式 回归 
一 元 多 项 式 回 归 可 用 命令 polyfit ,polyval ,polyconft 来 实现 . 合 令 相 式 如 下 、 
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{1) 回归 :回归 可 用 以 下 两 个 命令 之 一 : 

中 确定 和 多项式 系数 的 命令 :[p,5] =poly[it(x,y,m). 

其 中 ,x = xl ,x2 Xn),Y = (Yl,y2, ,YNn) ,P=(al,a2,…,a 风 +1) 是 多 项 式 y = 
Tx +eaz + +x +anvi 的 系数 ;S 是 一 个 矩阵 ,用 来 估计 预测 误差 . 

四 一 元 多 项 式 回 归 命 令 :polytoo1l(x,yY ,m). 

此 命令 产生 一 个 变 互 式 的 画面 ,画面 中 有 拟 合 曲线 和 Y 的 置信 区 间 .通过 左下 方 的 Export 
下 控 式 菜单 ,可 以 输出 回归 系数 等 . 

{2 ) 预测 和 预测 误差 估计 : 

DY=polyval{p,x) 求 polyfit 所 得 的 回归 和 多项式 在 x 姓 的 预测 值 Y; 

加 [Y,DELTA] =polyconf(p,x,S8,alpha) 求 polyftit 所 得 的 回归 多 项 式 在 x 处 的 预 
测 值 YY 及 预测 值 的 显著 性 为 1 -alpha 的 置信 区 间 Y + DELTA;alpha 缺 知 时 为 0.05 - 

一 元 名 项 式 回 归 也 可 化 为 多 元 线性 回归 来 解 . 

例 2 观测 物体 降落 的 距离 ; 与 时 间 上 的 关系 ,得 到 数据 如 下 表 , 求 s 关于 上 的 回归 方程 


s=a+btier 


6 1 全 . 67 20. 和 由 2PD. 89 33, 7 了 1 41. 93 
61. 4 72. 90 85. 44 9. O08 113, 77 E20. 54 


方法 一 ”用 一 元 多 项 式 回 雪 ，; 
(1) 输入 数据 : 
t=1 /30:1 /A30:14/30; 
s=|[1i1.86 15.67 20.60 26.69 33 .71 41 .93 S51 .13 81 .49 72 .90 85 .44 99 .08 
113.77 129 .54 146 .48 |; 
{2) 作 二 次 多 项 式 回 归 : 
[p,S| =polyfit(t,s,2) 
得 结果 ;Pp = 


its) 


A489 .2946 65.8896 39.1329 
= 
R:[3x3 doublel] 
性 在 : 11 
了 人 EnIE :是 工 3 7 
即 回归 模型 为 
5 = 489. 294 6f + 65. 889 61 +9.132 9 
(3) 预测 只 作 图 : 
Y=polyconf(p,t,s) 
plot(t,s, K+ ,t,Y,r) 
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得 试验 点 与 回归 曲线 的 图 形 ( 图 16 -53). 


130 


i100 


0 0.,] 0.2 0.3 -0.4 站 .5 


图 15 -5 


方法 二 ”化 为 多 元 线性 回归 ， 
T=[ones(14,1}t (t.*2)]; 
[bpb,bint,r,rint,stats!l =regress{s ,T); 
b,stats 
得 结果 ;bb = 
> 
下 已 .B86 
489 .2946 
stats = 
1 .由 安 二 站 有 7 * 
DO O000 1.0378 0 
可 以 看 出 ,两 种 方法 得 出 的 结果 是 一 样 的 ， 
2. 多 元 二 项 式 回归 
多 元 二 项 式 回 归 用 命令 .rstool(x,y, model ', alpha). 
其 中 , 输入 数据 xy 分 别 为 n xm 矩阵 和 n 维 列 向 量 ;alpha 为 显著 性 水 平 ( 缺 省 时 为 
0.05) ;model 由 下 列 4 个 模型 中 选择 1 个 (用 字符 上 串 输入 , 缺 省 时 为 线性 模型 ): 
linearf 线性 ) :y=B, +Bx) e+ 并 


purequadratie( 纯 二 深 ):¥ = B +Bx, +… +B,x, + > Bx 
r=] 


interaction( 交叉 :iy = Bo + Bi + 二 有 xs + D> Bss 


] 宇 了 天 点 生 由 


qtadraticft 完全 二 次 ):7 = Bo +Bx, + +B,x, + > Br 


命令 rstool 产 牛 一 个 交互 式 画 面 , 画 面 中 有 mm 个 辕 形 ,这 mm 个 图 有 形 分 别 给 出 了 一 个 独 江 
变量 xi( 务 m -1 个 变量 取 固 定 值 ) 与 y 的 拟 合 曲线 ,以 及 YY 的 置信 区 则 .可 以 通过 键 人 不 同 的 
xi 的 值 来 获得 相应 的 y 值 . 

图 的 左下 方 有 两 个 下 拉 式 菜单 ,一 个 菜单 Export 用 以 向 Mat1lab 工作 区 传送 数据 ,包括 
betaf 回归 系 数 }、rmse( 剩 余 标准 差 ) residuals( 残 差 ) . 另 一 个 菜单 meael 用 以 在 上 述 4 
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个 模型 中 选择 -可 以 分 别 选 4 个 模型 ,并 比较 它们 的 剩余 标准 差 ,其 中 剩余 标准 差 最 接近 于 0 的 
机 型 是 最 好 的 ， 

例 3 设 某 商品 的 需求 量 与 消费 者 的 平均 收入 ,商品 价格 的 统计 数据 如 下 ,建立 回归 模型 ， 
硕 测 平均 收 信 为 1000、 价 格 为 6 时 的 商品 需求 量 . 


ls 
选择 纯 二 次 模型 , 即 


站 三 用 二 局 而 +Br, 二 Bi + 有 as 
方法 一 ;用 多 元 二 项 式 回 归 命 令 
(1) 数据 输入: 
xl 三 |1000 60 1200 500 300 400 1300 1100 1300 300 ] 1; 
X23 二 | 三 人 在 在 站 了 与 直 卫生 ] 
y=[100 75 80 70 50 65 30 100 110 601]:; 
二 [和 x2 |; 


rstool(Xx,y, Bureauadratic ) 


(2 


i 


400 600 B00 1000 1200 
L000] 


xl 


图 15 -6 


得 到 一 个 变 互 式 夯 面 (图 16 -6) ,给 出 两 幅 图 形 , 左 边 是 x; 固定 时 的 曲线 y(x,) 及 其 置信 和 区间， 
右边 是 % 固定 时 的 曲线 y(xr) 及 其 置信 区 间 ， 

在 左边 图 形 下 方 的 方 慌 中 输入 1000., 右 边 图 形 下 方 的 方 框 中 输入 6, 则 画面 在 边 的 Pre- 
dicted Y" 下方 的 数据 变 为 88 .479 81, 即 预测 出 平均 收入 为 1000 ,价格 为 6 时 的 商品 需求 量 为 
88 .479 81. 

在 画面 左下 方 的 下 拉 式 沫 单 中 选 *“all", 则 bata,rmse 和 residuals 都 传送 到 Mat - 
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1ab 工作 区 中 .在 Matlab 工作 区 中 输 人 命令 ， 
beta,rmse 
得 结果 :beta = 
下放， 
D0.1464 
_26.5709 
-0.0001 
1 .8435 
工 I 科 上 总 名 二 
4 .53552 
旅 回 归 模 型 为 ; 
y=110.5313 +0. 1464x，- 26. 5709x。- 0. 0001x1 + 1. 8475x’; 
剩余 标准 差 为 4.536 2, 说 明 此 回归 模型 的 显著 性 较 好 ， 
方法 二 ”化 为 多 元 线性 回归 : 
X=|[ones(10,1Y x1 x2a (x1 .2) (x2.*2)1]; 
[bpbint,r,rint,stats| =regress(y,X); 
b,stats 
绪 果 为 :b= 
110 .5313 
0 .1464 
-26.5709 
-0.0001 
1 .8475 
Stats = 
0.9702 40.6656 0.0005 
可 以 看 出 ,两 种 方法 的 结果 是 一 样 的 .Stats 中 第 一 个 数据 与 1 非常 接近 ,第 三 个 数据 与 0 
非常 接近 ,这 说 明 所 得 的 回归 模型 的 显著 性 很 好 . 


16.3.3 非 线性 回归 


非 线 性 回归 可 用 命令 nlinfit nlineooclnlpredci 来 实现 .命令 格式 如 下 : 

1. 加 归 ;: 回 归 可 用 以 下 珊 个 命令 之 一 : 

(1) 确定 回 妇 系数 和 的 命令 :[ beta,r,J] =nlinfit(x,y, model ,beta0) 

其 中 , 输入 数据 xy 分 别 为 n xm 矩阵 和 维 询 向 量 ,对 一 元 非 线 性 回归 ,x 为 rn 维 列 问 量 ; 
mode1 是 事先 用 M 文件 定义 的 非 线 性 函数 ;petan0 是 回归 系数 的 初 值 .beta 是 估计 出 的 回归 
系数 ,r{ 残 差 ) .J(Jacobian 和 矩阵) 是 估计 预测 误差 需要 的 数据 ， 

{2) 非 比 性 回归 命令 :nlinteo1fx,y，moadel ,beta0 ,alpha) 

其 中 各 参数 含义 局 前 ,alpha 为 显著 性 水 平 , 缺 省 时 为 8 .05 .命令 产生 一 个 交互 式 的 表面 ， 
画面 中 有 拟 合 曲 线 和 Y 的 置信 区 间 .通过 左下 方 的 Export 下 拉 式 菜单 ,可 以 输出 回归 系数 等 . 
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2. 预测 和 预测 误差 和 估计: 
[¥Y,DELTA] =nlpredci( model , x,beta,r,J) 
求 niinfit 或 nlintool 所 得 的 回归 函 数 在 工 处 的 预测 值 Y 及 预测 值 的 显著 性 为 1 - 
alpha 的 置信 人 多 间 Y + DELTA. 
革 些 非 线 性 回归 也 可 化 为 多 元 线性 回归 来 解 ， 
例 4 对 14.1 的 例 2, 求 解 如 下 : 


{1) 对 将 要 氢 合 的 非 线性 模型 y = ae ” “建立 M 文件 volumm 如 下 : 
function yhat =volum( beta,x) 
vhat =beta(l) * exp(beta(l2)..); 
(2) 输入 数据 : 
X=2:]16; 
y=[6.42 8.20 9.58 9.59.7 109.93 9.99 10.49 10.59 10.60 10.80 10.60 
10 .90 10 .761]; 
petad0 =[8 2].; 
(3) 求 回归 系数 ; 
[beta,r ,J] =nlinfit(x ,y ', volum ,betad0):; 
betea 
得 结果 :beta = 
二 .e036 
-1 .0641 


1 10* dl 


即 得 回归 模型 为 :y =11.603 6e 

(4) 预测 及 作 图 : 
[YY,delta | -nlpredci( volunm ,x ,beta,r,J); 
plot(x,y, K+ ,X,YY, Ir) 

得 实际 值 与 回 演 曲线 的 疼 形 (图 16 -7). 


hh 

= 
LP] 
pl. 
bE 
pm 
> 


园 16-7 


例 5 财政 收入 预测 疝 题 :财政 收入 与 国民 收入 、 工 业 总 产值 ,农业 总 产值 .总 入 口 、 就 业 人 
口 .固定 资产 投资 等 因素 有 关 .下 表 列 出 了 1952 一 1981 年 的 原始 数据 , 试 构造 预测 模型 . 
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直入 
we 
1952 20 729 184 
1953 58 796 21 364 216 
1954 60 266 97 | 248 
一 2 2 区 
1957 64 653 286 
1961 65 859 25 590 138 271 
1962 2510 | 66 230 


28 670 性 二 了 


1965 1152 1 581 632 

oo RE 2 | 
1969 1 372 0 671 447 
1970 1 638 EE 82 992 34 432 564 

1974 1 993 3 696 ET 0 655 

1975 212: | 4254 | | 932 | 92421 | 38168 | 462 | 692 


1976 93 717 38 834 657 
1977 94 974 39 377 723 
1973 96 259 39 856 550 922 


1 
1979 2 702 6 065 97 542 | -40 581 564 |! 890 
1980 2 791 6 592 1 194 98 705 41 B96 | 568 826 


设 国 民 收 入 、 虐 烽 总 产值 农业 总 产值 .总 大 口 、 就 里 人口 .国定 资产 投资 分 别 为 x) .ra ,zy 、 
Xs 6 财政 收 人 为 y, 焉 杰 量 之 问 的 关系 为 : 


¥ = x + bxs + cxs + Cr + exs 十 上 


使 用 非 线 性 回归 方法 ， 
(1) 对 问 归 模型 建立 M 文件 moaelm 如 下 : 
function YY =~model(betad ,XxX) 
aA = beta0(l}): 
b= beta0(2): 
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c=betad{3): 
d=betAadt{(4); 
e =betad(s}; 
f =betad(e}, 
xl =X{:,1),; 


X2 =X(:,2); 
X3 = Xt,3); 
Kd = 和 ,由 3; 
XS = XI:,.S), 
x6 =- XL:.6); 


YY 二 如 六 I 十 圳 六 闫 十 局 术 R 了 3 二 全 米 R 和 4 + 忆 丰 CD 十 十 本 其 日 
(2) 主 程序 1iti6 .m 如 下 : 

X= 598.00 349 .00 461.00 S7482 .00 20729 .00 44.00 
S86 .00 455.00 475.00 58796 .00 213654.00 89.00 
707 .00 S20 .00 491.00 50266 .00 21832 .00 97 .00 
737 .00 5b58.00 529.00 61465.00 22328 .00 98.00 
825.00 715.00 555.00 62828.00 23018 .00 150.00 
837 .00 798.00 575.00 64653 .00 23711.00 139 .00 
1028.00 1235 .00 598.00 65994.00 26600.00 256.00 
1114.00 1681 .00 509.00 67207 .00 26173.00 338.00 
1079 .00 1870 .00 444.00 66207 .00 25880.00 380.00 
757 .00 1156 .00 434.00 65859.00 25590 .00 138.00 
E77 .00 964.00 461 .00 87295 .00 25110.00 66.00 
779.00 1046 .00 514.00 69172.00 26640 .00 85.00 
943.00 1250.00 584.00 70499 .00 27736.00 129.00 
1152 .00 i581 .00 632.00 72538.00 28670.00 175.00 
1322 .00 1911 .00 687 .00 74542 .00 29805 .00 212.00 
1249 .00 1647 .00 6597.00 76368 .00 30814.00 156.00 
1187 .00 1565 .00 680 .00 78534 .00 31915.00 127.00 
1372.00 2101.00 688.00 80671 .00 33225.00 207.00 
1638 .00 2747 .00 767.00 82992.00 34432 .00 312.00 
1780 .00 3156 .00 790.00 85229 .00 35620 .00 355.00 
1833 .00 3365 .00 T7889 .00 87177 .00 35854 .00 354.00 
1978 .00 3684 .00 855.00 89211 .00 36652.00 374.00 
1993 .00 3696 .00 891.00 90859 .00 37369 .00 393 .00 
2121 .00 4254.00 932.00 92421 .00 38168 .00 462.00 
2052 .00 4309 .00 955.00 93717.00 38834 .00 443 .00 
2189 .00 4925.00 971.00 94974.00 39377.00 454.00 
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2475 .00 5590 .00 1058.0096259 .00 39856.00 550.00 
2302 .00 6065 .00 1150 .00 97542 .00 40581.00 564.00 
2791 .00 6592 .00 1194 .00 98705 .00 41896 .00 568 .00 
2927 .00 6862 .00 1273.00 100072 .0 43280.00 496.00 1 
vy =|184.00 216.00 248.00254.00268.00286.00357 .00 444 .00 506 .0D0 和 … 
271 00 230 .00 2565.00 323 .00 393 .00 466 .00 352.00 303 .00 447 .00 …- 
S64.00 638 .00 658 .00 891 .00 655 .00 692 .00 657 .00 723 .00 922 .00 …， 
890.00 826 .00 810.0]; 
beta0 =[0.50 -0.03 -0.600.01 -0.02 .0.351]; 
petafit =nlinfit(X,y, model ,betad) 
第 米 为 : 
betatit = 
0 .5243 
-0.0294 
-0.6304 
0.0112 
-0.0230 
0 .3658 
即 
y = 0.524 3x, — 0.029 4x, — 0.630 4x, +0.0]1 2x, ~ 0.023 Oz, + 0.365 Bx, 


16.3.4 逐步 回归 


逐步 回归 的 命令 是 stepwise, 它 提供 了 一 个 交互 式 画 面 ,通过 此 工具 可 以 白 由 地 选择 变 

量 ,进行 统计 分 析 .其 通 管 用 法 是 : 
stepwisel(x,y,inmodel,alpha) 

其 中 x 是 自 变 量 数据 ,y 是 因 变 量 数据 ,分 别 为 n xm 和 nx1 红 隆 ,inmodel 是 托 阵 的 列 数 的 指标 ， 
给 出 初 始 模 型 中 包括 的 子 集 ( 缺 省 时 设 定 为 全 部 自 变 量 ) ,alpha 为 显 闭 性 水 平 ( 缺 省 时 为 0 .5). 

运行 stepwise 命令 时 产生 三 个 图 形 窗 口 :. Stepwise Plot,Stepwise Table,Step- 
wise History .所 有 这 些 图 形 界面 都 痛 热 区 , 即 当 鼠标 移 到 图 形 的 某 个 区 域 时 ,鼠标 的 指针 会 
变 成 一 个 小 圆 ,点击 后 会 产生 变 互 的 必用 . 

在 Stepwise Blot 窗口 ,显示 出 各 项 的 回归 系数 及 其 置信 区 间 .其 中 点 表示 回归 系数 的 
值 ,点 两 边 的 水 平 ( 实 或 虚 ) 丰 线 段 表 示 其 置信 和 区间; 虚线 表示 该 变量 的 氢 合 系数 上 与 0 无 显著 差 
异 , 实 线 则 表示 有 显著 差异 ;绿色 的 线 表 示 当 前 在 模型 中 的 项 ,红色 的 线 表 示 当 前 不 在 模型 中 的 
项 .点 击 一 条 线 会 改变 其 状态 , 即 在 模型 中 的 项 ( 绿 线 ) 会 被 称 去 (让 为 红线 ) ,不 在 模型 中 的 项 { 红 
线 ) 会 被 加 人 (要 为 绿 线 ) .此 窗口 中 的 Export 下 拉 式 菜单 可 以 癌 Matlab 工作 区 传送 各 种 数据 . 

Stepwise Table 科 口中 列 出 了 一 个 统计 表 ,包括 加 归 系 数 及 其 曾 信 区 则 ,以 及 模型 的 统 
计量 莘 余 标准 差 tRM5E) .相关 系数 (RSquare) .下 值 .与 下 对 应 的 概率 PP. 

下 面 通 过 一 个 例子 说 明 setpwise 的 用 法 . 

例 6 水 泥 上 凝固 时 放出 的 热量 7 与 水 泥 中 4 和 神化 学 成 分 x .xx 有 关 , 今 测 得 一 组 数据 
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如 下 ,试用 亚 步 回归 法 确定 一 个 线性 模型 . 


序号 区 1 3 恒 医 到 区 汪 区 是 区 画 区 油 攻 7 | 
巴 ， 了 | | ] | : 2 : 
20 | a0 a 
__ | 
过 | 6 15 8 
%, 60 52 | 20 26 | 34 | 12 12 


| 74.3 | 104.3 115.9| 83.8 |113.3 
L1) 数据 输入 : 
eI UT 2: 
x2 =[2629 56 31 52 55 71 31 54 47 40 566 &81"; 
x3=|61589869172218423n8] 
x =|60 52 20%7 33 22 5 4422 26 34 12 120: 
y =[78:5 44.3 104..3 87.6 95.9 109 ,2 102 ,7 72.5.93 ,1 145.9 83 .8 113.3 L109 .41', 
x=[Xl x2 x xd]: - 
(2) 过 此 回归: 
1 ) 先 在 初始 模型 中 取 全 部 自 恋 重 : 
stepwLlse( X,Yy) 
得 图 Stepwise Plot (图 16 -8) 和 表 Stepwise Table( 图 16 -9) .图 Stepwise Plot 中 四 
杀 百 线 都 是 虚线 ,说明 模 型 的 显著 性 不 好 ,从 表 Stepwise mable 中 看 出 变量 x, 和 的 显著 
性 最 差 ， 


DON FF arameter 


司 【6 一 在 国 16 -9 


2) 移 去 变 便 x 入,; 

在 图 SEepwise Plot 中 点 击 直线 3 和 直线 4, 这 两 条 直线 变 为 红色 ,同时 直线 1 和 直线 2 
让 为 实 线 ,结果 见 图 16 -10 和 图 16 -11 .说 明 移 去 变量 和 >: , 后 模型 具 有 局 著 性 . 

从 钵 的 统计 结果 看 出 ,虽然 璋 宗 慰 准 差 (RMSE) 没 有 太 大 的 变化 ,但 是 统计 量 广 的 值 明 显 增 
大 ,因此 新 的 回归 模型 更 好 . 

3) 对 变量 YY 和 zr ,x, 作 瑟 性 回归 :; 
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xX=[wnes(l3,1) xl x2 |;， 


BD 三 EGGress(ty 1d) 


-NNNdence Interyals 


| 1 Wr 1 ona 


医 16 = 10 图 16 一 11 


故 最 终 模 型 为 ;y=52,5773 +1.4683x +0,60623x;. 


16.4 司 蝴 


1. 考察 温度 x 对 产量 $4 的 影响 , 测 得 下 列 10 组 数据 ， 


20 5 sn | se | 
13.2 15..1 LW 


求 y 美 于 立 的 线性 回归 方程 ,检验 回归 效果 是 否 显 著 ,并 预测 x = 各 和 所 时 产量 的 信和 值 及 预测 区 则 
(置信 和 度 95% ). 

2。 某 有 零件 上 有 一 段 曲线 ,为 了 在 程序 挤 制 机 床上 加 工 这 一 零件 ,需要 求 这 段 曲线 的 解析 才 
大 式 ,在 曲线 横 上 坐标 % 处 测 得 纵 坐 标 六 共 11 对 数据 如 下 : 


fa 


浊 度 4- ) 


求 这 段 曲线 的 纵 坐 标 7 关 于 横 坐 标 # 的 二 次 多 项 陈 回 归 方 程 ， 
3. 混 凝 士 的 抗 压 强度 随 养护 时 间 的 延长 而 增加 , 现 将 一 批 混 凝 土 作成 12 个 试 块 ,记录 了 养 


护 日 期 x( 日 ) 及 抗 压强 度 y(kg/em ) 的 数据 : 


一 一 护 8 | 2 2 si 
玫 护 时 介 - 3 i a 3 a ek 时 | iw | 14 17 及 6 
抗 压强 度 ) 35 | 42 | 47 | 53 | 59 ,| 65 | 68 |73 | 7 | | 36 | 9 
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试 求 y=athlnx 型 回归 方程 . 
4. 在 研究 化 学 动态 学 反应 过 程 中 ,建立 了 一 个 反应 速度 和 反应 物 含量 的 数学 模型 ,形式 为 
Bix, 
1 + Pax + Bx, + Bx, 
其 中 6,…',B, 是 未 知人 参数 ,x ,x, ,x 是 二 种 反应 物 ( 氢 ,= 成 煤 , 异 构成 烧 ) 的 含量 ,y 是 反应 速 


度 ， 邻 调 得 一 组 数据 如 下 表 , 试 由 此 确定 参数 局 ， yD 0 的 参考 值 为 ] ,0. D5 ， U. U2, 
0.1, 2). 


10 


4 二 


1 2 


5 某 地 区 作物 生长 所 需 的 音 章 素 主 要 是 氮 (N) . 旬 (K)、 磷 (P). 某 作 物 研 究 所 在 该 地 区 对 
土豆 与 生菜 做 了 一 定数 量 的 实验 ,实验 数据 如 下 和 表 所 示 , 其 中 ha 表示 公顷 ,t 表示 吨 ,kg 表示 干 
克 . 当 一 个 草 养 素 的 施肥 量变 化 时 ,总 将 另 两 个 营养 素 的 施肥 量 保 持 在 第 七 个 水 平 上 ,如 对 土豆 
产量 关于 所 (NI) 的 施肥 量 做 实验 时 , 磷 (P) 与 钾 (K) 的 施肥 量 司 实验 时 , 克 (P) 与 钾 (K) 的 施肥 
量 分 别 取 为 196 kg/haS5S 372 kg/ha. 

斌 分 析 施 肥 量 与 产量 之 间 关 系 ,并 对 所 得 结果 从 应 用 价值 与 如 何 改 进 等 方面 作出 估价 . 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


. 2382 . 第 16 间 回归 分 本 


施肥 量 ”部 肥 量 
i keha) i kg ha 


112 
16% 
224 
230 
330 


492 


ey 


| 一 
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在 实际 问题 中 ,大 量 问题 很 难 用 数学 模型 来 描述 ,或 有 些 问题 虽 建 立 起 了 数学 模型 ,但 由 于 
模型 中 随机 因素 很 多 ,难于 用 解析 的 方法 求解 ,这 时 就 需要 借助 于 模拟 的 方法 . 

模拟 又 称 为 仿真 . 它 的 基本 思想 是 建立 一 个 试验 的 模型 ,这 个 模型 包含 有 所 研究 的 系统 中 的 
主要 特点 . 通过 这 个 实验 模型 的 运行 ,获得 所 要 研究 系统 的 必要 信息 . 一 些 较 简单 的 问题 可 以 用 
手工 的 方法 求解 ,而 比较 复杂 的 问题 则 要 借助 计算 机 来 进行 模拟 计算 


17.1 了 笈 特 卡 罗 法 


蒙特 卡 罗 ( Monte Carlo) 方 法 是 一 种 应 用 随机 数 来 进行 模拟 试验 的 方法 . 此 方法 对 研究 的 系 
统 进行 随机 观察 抽样 ,通过 对 样本 值 的 观察 统计 , 求 得 所 研究 系统 的 某 些 参数 . 

例 1 在 我 方 某 前 沿 防 等 地 域 , 敌 人 以 一 个 炮 排 ( 含 两 门 火炮 ) 为 单位 对 我 方 进行 干扰 和 
破坏 . 为 役 避 我 方 打击 , 敌 方 对 其 阵地 进行 了 伪装 并 经 常 变换 射击 地 点 . 经 过 长 期 观察 发 观 ， 
我 方 指挥 所 对 融 方 目标 的 指示 有 50 免 是 准确 的 ,而 我 方 火力 单位 ,在 指示 正确 时 ,有 173 的 射 
击 获 果 能 毁伤 敌人 一 门 火 煌 ,有 176 的 射击 效果 能 全 部 消灭 敌人 . 现在 希望 能 用 某 种 方式 把 
我 方 将 要 对 敌人 实施 的 20 次 打击 结果 显现 出 来 ,确定 有 效 射 击 的 比率 及 毁伤 敌 方 火炮 的 平 
均值 . 

这 十 一 个 概率 问题 ,可 以 通过 理论 计算 得 到 相应 的 概率 和 期 望 值 .但 这 样 只 能 给 出 作 右 行动 
的 最 终 静 态 结 果 ,而 显示 不 出 作战 行动 的 动态 过 程 ， 

为 了 能 显示 我 方 20 次 射击 的 过 程 , 必 须 用 某 种 方式 模拟 出 以 下 两 件 事 :一 是 观察 所 对 目标 
的 指示 正确 或 不 正确 ;二 是 正确 指示 时 ,我 方 火力 单位 的 射击 结果 . 

对 第 一 件 事 进行 模拟 试验 时 有 两 种 结果 ,每 一 种 结果 出 观 的 概率 都 是 172. 因此 ,可 用 投掷 
一 核 硬币 的 方式 子 以 确定 , 当 硬 币 出 现 正 面 时 为 指示 正确 ,反之 为 不 正确 . 对 第 二 件 事 进行 模拟 
试验 时 有 三 种 结果 : 殿 伤 一 门 火 炮 的 可 能 性 为 173 , 毅 千 两 门 的 可 能 性 为 176, 没 能 席 伤 敌 火 灼 的 
可 能 性 为 172. 这 时 ,可 用 投 寿 俩 子 的 方法 来 确定 ,如果 出 现 的 是 1.2.3 三 个 点 则 认为 没 能 击 中 
融 人 人 ,如果 出 观 的 是 4.5 点 则 认为 殿 伤 向 人 一 门 火 炮 , 苦 为 6 点 则 认为 筑 伤 敌人 两 门 火炮 . 设计 
一 个 模拟 过 程 框图 {图 17 -1). 

:要 模 氢 的 打击 次 数 

: 没 击 中 敌人 入 火炮 的 射击 总 数 ; 

启 : 击 中 下 人 一 门 水 炮 的 射击 总 数 ，; 

记 : 击 中 酸 人 两 门 火 炮 的 射击 总 数 . 

此 | :20 次 射击 平均 每 次 民 伤 敌人 的 火炮 数 . 

通过 上 面 的 方式 ,就 可 把 我 方 20 次 射击 的 过 程 动态 地 显现 出 来 ,如 表 17 -1. 
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———— I 
OO 


初始 化 : 计 0,=0, 忆 =0, 本 =D 


图 17-1 

表 17 -1 
试验 投 硬币 指示 指示 丘 般 子 消灭 屋 人 火炮 数 
序号 结果 正确 不 正确 结果 


- 
日 


< 


i100 


- 
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投 弄 市 


一 | 地 区 
了 | 中 漆 


;| 区 


wi 
FE YY | 
EA 


mn 


20 


从 以 上 模拟 结 灯 可 计算 出 ，: 
EF =7/20 = 0,33 
13 4 3 
E SU x 0 十 之 天 了 = .3 
从 理论 上 分 析 , 设 : 


= 人 观察 所 对 目标 指示 不 正确 
1， 观察 所 对 目 祭 指示 正确 
i,: 峙 中 和 天方 淡 炮 的 事件 ; 
41: 射 中 敌 方 一 门 火 炮 的 事件 ; 
4.: 射 中 栈 方 两 门 火炮 的 事件 . 


则 由 全 梳 府 公式 ,有 


E =P(A) = Pi =0pdlpr=0)+P=1)P0d 1r7 


= 本 x0+ 本 xx 可 = 0. 25 


PiA) = Py = OPIALIT =0) + P= Dr(A,1J 
1 1 1 1 


三 一 一 D 一 一 -一 三 一 
2 

P(As) =P( =-0)JP(417=0)+PO=1I)IPt LI =1) 
I 1 1 1 
-UU 


| ] 
有 =1 x +2x ~ 0.33 


理论 计算 和 模拟 结果 的 比较 如 表 17 -2 所 示 . 


指示 邱 催 地 消 水 融 大 火炮 数 
正确 不 正确 结果 

2 

3 


1) 


1) 
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表 17 -2 理论 计算 各 模 扼 结 果 的 比较 


分 类 
1 无 效 射击 有 效 射击 平均 什 
项 目 We 


模 拟 0. 65 9. 35 0.5 


-2 


理 论 0. 33 D. 25 D. 33 


虽然 模拟 结果 与 理论 计算 不 完全 一 致 ,但 它 却 能 更 加 真实 地 表达 实际 战斗 动态 过 程 ， 

通过 上 面 这 个 简单 的 例子 可 以 看 册 ,用 蒙特 卡 罗 力 法 进行 模拟 ,首先 要 设计 一 个 逻辑 框图 ， 
即 模拟 模型 , 这 个 框图 要 正确 反映 系统 各 部 分 运行 时 的 逻辑 关系 ,其 次 是 如 何 模 拟 随 机 现象 . 由 
于 这 个 问题 中 观察 所 对 昌 标 指示 的 正确 性 是 等 概率 的 ,而 我 方 的 射击 结果 也 可 转化 为 等 概率 的 ， 
几 可 以 用 投 硬币 和 指骨 子 的 方法 来 模拟 抽样 ,而 如 果 随 机 安 量 具有 其 他 形式 的 概率 分 布 , 则 需要 
研究 具有 各 种 概率 分 布 的 模拟 随机 数 的 产生 方法 , 


17.2 模拟 随机 数 的 产生 


为 了 产生 具有 -~ 定 分 布 的 随机 数 ,一 般 采 用 如 图 17 -2 所 示 的 程序 , 首先 要 有 一 个 等 概率 密 
度 随 机 数 发 生 器 ,一 般 计算 机 上 都 有 专门 的 程序 ,产生 0 -~1 之 问 等 概率 密度 分 布 的 随机 数 ,使 用 
时 直接 调用 即 可 ;将 此 0 -1 名 的 随机 数 进行 一 定 的 数字 转换 即 可 获得 所 要 求 的 随 凯 数 , 择 样 进 
行 数字 转换 则 视 所 要 求 的 分 布 郁 数 来 定 . 


pr i 0 一 1 之 间 有 具有 一 定 分 布 
等 概率 密度 角 机 数 沽 生 右 疝 随 入 疾 数字 罗 换 的 随 析 效 
图 17 -2 随机 数 的 产生 


假定 将 [0,1] 区 间 的 均 名 随机 数 记 作 员 , 则 [ae ,#] 区 阁 的 均 句 随机 数 可 按 下 述 公 式 由 [0, 1 
区 间 的 均匀 随机 数 产 生 : 
二 = + Rib-a) 


17.2.1 逆转 换 法 


这 是 求 概率 分 布 的 道 函 数 从 而 产 咎 随机 数 的 方法 . 因 概率 分 布 图 数 Ptx) 为 定义 在 [0,1] 区 
间 的 单调 递增 果 数 , 设 瑞 为 区 间 [0,1j 的 欧 习 随 机 变量 , 令 下 (xz) = 丰 , 只 要 求 出 首尔 数 
x* = 天 "(RR) ,x 即 为 其 有 概率 分 布 咱 数 F(x) 的 随机 数 . 

例 1 产生 参数 为 入 的 仙 指 数 分 布 的 模拟 随机 数 数 询 . 

解 ” 负 指数 分 布 的 概率 密度 函数 :用 x) =Ae 分布 函数 


Flix) = | Aes = 一 ee 


因 0 和 F(x) 和 1 上 凡 自 雪 ] -天 (zs]1. 从 
1 -Fta)y =e = 
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出 w= 一 In 及 


例 2 离散 分 布 随机 数 的 产生 : 设 x 为 预测 某 公 司 投 放 某 种 产品 到 市 场 的 数量 ,其 数量 与 概 
率 如 表 17 -3 所 示 , 求 概率 为 P(x) 的 随机 数列 x. 


表 17 一 3 


0. 28 


0 10 20 30 40 50 80 


图 17 一 3 


解 ”利用 累积 概率 分 布 即 可 进行 转换 计算 ,如 图 17 -3 所 示 . 若 等 概率 密度 发 生 器 产生 了 某 
一 数 忍 ,如 只 =0.52, 在 图 17 -3 的 纵 轴 上 找到 0. 52 ,根据 累积 概率 分 布 曲 线 即 可 找到 随机 数 的 


数值 x=40. 图 17 -3 中 的 数字 转换 规律 如 表 17 -4 所 示 . 
表 17 -4 


(DO.42 ,0,72) {0.72 ,1) 
40 


17,2,2 组 合法 


组 合法 是 利用 某 些 容易 产生 随机 数 数列 的 随机 变量 ,通过 组 合 得 到 所 要 求 的 随机 变量 的 一 
种 方法 . 

例 3 产生 沿 松 分 布 的 模拟 随机 数列 . 

解 ” 如 相继 两 个 事件 出 现 的 周 电 时 间 为 负 指 数 分 布 , 则 在 某 一 时 间 间 隔 内 事件 出 现 的 次 数 
服从 泊 松 分 布 . 根据 此 关系 ,可 以 用 负 指 数 分 布 的 随机 变量 来 组 合 产生 泊 松 分 布 的 随机 数 序列 . 

设 3， ,7 为 参数 入 的 贷 指 数 分 布 的 随机 数 序列 ,因为 有 


7， = -一 InR， 
所 以 ,将 y, 值 按 厅 祝 加 ,使 得 满足 关系 式 : 
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则 求 得 的 x 就 是 例 数 A 的 汝 松 分 布 的 随机 数 . 
例 4 黎 组 克 分 队 对 我 方 阵地 实施 罕 歼 ,其 到 达 规 律 符合 泊 松 流 ,平均 每 分 钟 到 达 4 辆 . 试 
人 慌 氢 敌 坦 更 在 3 min 内 到 达 目 标 区 的 数量 及 到 达 时 间 ,以 及 在 第 1.2.3 min 内 各 到 达 几 辆 组 克 ， 
解 由 题 议 ,4 =4( 辆 Zrmin) .根据 排队 论 知 识 ,目标 到 达 服 从 泊 格 流 与 两 目标 到 达 的 时 间 间 
隔 服 从 同一 参数 的 负 指 数 分 布 是 等 价 的 . 因而 ,只 需 利 用 产生 一 列 服从 指数 分 布 的 随机 数 来 
模拟 任 两 坦克 到 达 的 向 隔 时 间 即 可 ,其 计算 过 程 如 表 17 -5. 


表 17-5 
Er a 天王 三 忆 
D0. 130 D. 310 D. 510 0.805 0. ee ]. Gd43 


0D. $82 0, 9283 1.737 
0D. 902 11 D0. 326 280 2, 017 


1. 088 本 和 0. $12 2, 629 
om | om | tm | | 


表 中 届 , 为 [0,1) 中 均匀 分 布 的 随机 数 ,y, 为 参数 和 =4 的 负 指 数 分 布 的 随机 数 , 吕 理解 为 相 
邻 两 辆 坦 殉 的 到 达 时 间 间 隔 导 为 第 ; 辆 且 元 的 到 达 时 刻 , 和 =0, 去 >3 时 停 正 模 拟 ， 

从 表 中 可 看 出 ,fF 3 min 内 共 进 入 我 方 阵地 12 辆 坦 死 ， 

经 计算 有 ; 


正字 | 


六 所 以 办 = 了 4 
人 放 9 Bl x, = 6 
> Y<!] -en Bx, = 2 
套 第 1 min 有 4 辆 坦 殉 到达, 第 2 min 有 5 辆 坦克 到 这, 第 3 min 有 2 辆 坦克 到 达 . 


17.2.3 近似 法 


这 种 方法 一 般 用 于 随机 变量 的 分 布 遇 数 公式 无 法 求 出 的 情形 . 
例 5 产生 正 态 分 布 Wu,a ) 的 模拟 随机 数列 ， 
解 ” 由 中 心 极限 定理 知 ;WM 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 Ri=1,2,…, 邮 ) 之 和 的 概率 分 布 , 当 


MF 很 大 时 接近 正 态 分 布 . 若 RR, 的 均值 为 Ai, 方差 为 og; , 则 正 态 分 布 的 均值 . 方 姜 分 别 为 DK 
So? , 即 


2 N( > ps > i) 
令 RR 为 区 间 [0,1] 内 的 均匀 分 布 的 随机 数 . 则 R,; 的 概率 密度 为 : 
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plx} =1, Ox,|] 


其 均值 和 方差 分 别 为 : 


当时 很 大 时 ， 


这 里 ,我们 需 产 生 均值 为 上 ,方差 为 oz 的 正 态 分 布 . 为 此 先 将 Na,o2) 与 N| 了 ,全 ] 均 化 为 


标准 正 态 分 布 N(0,1). 
将 荆 ~NCn,o ) 转 化 为 -mwI0;1), 作 变换 : 


本 二 tn (1) 
{TT 
Wz NO,1). 
< M MM a 
将 N[ 二, 五] 转化 为 上 ~ N(0,1) ,和 作 变 换 : 
My 
0 
1 = 一 一 (2) 
Le 
12 
测 * -CO,1). 
令 (1) 与 (2) 相 等 ,得 : 
= MM 
bE 一 此 pe 2 
oo 好 
12 
> 
i = 上 + := ,让 ~ Ta” ). 


l2 
实验 证 明 ,NW 为 12 时 已 能 获得 很 好 的 近似 程度 . 营 取 计 =12 ,得 : 
x =p+o( VR,-6) (3) 
其 中 RC(i=1,2,… ,12) 为 区 间 [0,1] 的 12 个 等 概率 密度 随机 数 . 
17.2.4 产生 随机 数 的 计算 机 命令 


在 MATLAB 软件 中 ,可 以 直接 产生 满足 各 种 分 布 的 随机 数 ,命令 如 下 : 
1 . 产生 严 xpm 阶 10.1] 均 匀 分 布 的 随机 数 矩 阵 :ranatm:al .产生 一 个 [0,1] 均 名 分 布 的 随 
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栅 狂 :Fanma . 

2 .产生 mxn 阶 [u,b 均匀 分 布 的 随机 数 岳 阵 :unifrna(a,b,m,n). 产 和 牛 一 个 [a,51 均 勾 
分 布 的 随和 机 数 .unifrnata,b). 

3 .产生 m xn 和 阶 均 值 为 A 的 指数 分 布 的 随机 数 答 阵 ; exprnd(A ,m,n) .产生 一 个 均值 为 A 
的 指数 分 布 的 随机 数 :exprnalA). 

4 . 产生 m xn 阶 均值 为 4 的 泊 检 分 布 的 随机 数 和 矩阵 :PoissrnadtA ,m,n) .产生 -- 个 均值 为 
A 的 泊 松 分布 随机 数 :poissrnat(A) . 

5. 产生 m xn 阶 均值 为 记 , 方 基 为 g 的 正 态 分 布 的 随机 数 答 阵 :normrndtpg,o ,m,n) .产生 
一 个 均值 为 上 ,方差 为 rr 的 正 态 分 布 随 机 数 :normrna(pg,0). 

下 面 对 负 指数 分 布 与 让 松 分 布 作 一 简介 . 

1. 车 连续 型 随机 变量 荆 的 概率 密度 明 数 为 


一 在 


fx) 网 机 
心 ， < 

其 中 入 >0 为 常数 , 则 称 六 服从 参数 为 A 的 指数 分 布 . 
注意 :参数 为 》 的 指数 分 布 的 期 望 值 为 一 , 改 在 MATLAB 中 ,产生 参数 为 A 的 指数 分 布 的 合 


合 汶 ,exprnd(lAi 
2， 设 离散 型 随机 变量 六 的 所 有 可 能 取 值 为 0,1,2,…, 且 取 和 名 个 但 的 概 认 为 


本。 一 点 
P(X = hk) = k=0,1,2,, 


其 中 和 >0 为 常数 , 则 称 瑟 服从 参数 为 A 的 泊 检 分布 . 参数 为 4 的 泊 松 分 布 的 期 望 值 为 入. 
3， 如 相继 两 个 事件 赎 现 的 间隔 时 间 服 从 指数 分 布 , 则 在 某 一 时 间 间 隔 内 事件 出 现 的 次 数 服 
从 同一 参数 的 泪 松 分布 . 反之 亦 然 ， 
对 本 童 例 4, 坦 克 到 达 的 闻 卫 时间 应 服从 参数 为 4 的 指数 分 布 ,用 exprnd(t174) 模 拟 , 由 以 
下 程序 time .m 可 得 出 3 min 内 每 辆 坦 名 的 到 达 时 刻 i 
Clear 
I 
] =0; 
whilet<3 
t =t +eEXxXprndtl A) 
= 


在 第 1.2.3 min 内 各 到 达 的 坦克 数 服从 参数 为 4 的 泊 松 分 布 , 可 用 poissrndt4) 模 拟 ， 


17.3 排队 模型 的 计算 机 模拟 


排队 论 是 一 门 研究 随机 服务 系统 工作 过 程 的 理论 和 方法 . 在 这 类 系统 中 ,服务 对 象 何 时 到 达 
以 及 系统 用 于 每 个 服务 对 象 的 服务 时 间 是 随机 的 . 排队 论 通 过 对 每 个 个 别 的 随机 服务 现 壹 的 统 
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pe 


计 研 究 , 找 出 反映 这 些 随 机 现象 平均 特性 的 规律 ,从 而 为 设计 新 的 服务 系统 和 改进 现 有 服务 系统 
的 工作 提供 依据 . 目前 解析 方法 的 应 用 时 本 上 局 限于 服务 对 和 象 到 达 以 及 服务 时 间 都 服从 人 负 指 数 
分 布 的 这 一 类 最 简单 的 排队 系统 . 对 复杂 的 排队 系统 ,如 要 用 解析 方法 来 解决 ,虽然 在 理论 上 做 
了 不 少 的 研究 和 探讨 ,但 用 其 求解 还 比较 困难 和 繁琐 . 因此 上 自前 采用 模拟 的 方法 解决 比较 复 条 的 
排队 问题 . 

下 面 介绍 一 个 简单 的 排队 模型 的 计算 机 模拟 方法 . 

例 1 单 服 务 员 的 排 趴 模型 :在 某 商 志 有 一 个 售货员 ,顾客 陆续 来 到 ,售货员 逐个 地 接待 是 
客 . 当 到 来 的 顾客 较 多 时 ,一 部 分 顾客 便 须 排队 等 待 ,被 接待 后 的 顾客 恒 离 开 商 店 , 设 : 

a. 顾客 到 来 间 隐 时 间 8 服从 参数 为 0.1 的 指数 分 布 . 

b. 对 顾客 的 服务 时 间 w 服从 [4,15] 上 的 均匀 分 布 . 

c. 排队 按 先 到 先 服务 规则 ,队长 无 限制 ， 

假定 时 间 以 min 为 单位 ,一 个 工作 日 为 8 h. (1) 模 拟 一 个 工作 日 内 完成 服务 的 个 数 及 局 客 
平均 等 竺 时间 上 2) 模拟 100 个 工作 日 , 求 出 平均 每 日 完成 服务 的 个 数 及 每 日 顾客 的 平均 等 竺 
时 间 . 设 : 

纪 ; 总 等 竺 时 间 ; 

c;: 第 i 个 肢 客 的 到 达 时 刻 ; 

:第 :个 顾客 开始 服务 时 刻 ; 

e,: 第 i 个 顾客 服务 结束 时 询 . 

对 问题 (1) ,模拟 过 程 见 图 17 -4 框图. 

用 MATLADB 编程 simul .m 如 下 . 


C1] ear 


et i |) et: 
xti} =exprndt10}; 
cti)=x(i); 


Pt =x(1); 


while b(i)< =480 
vy{i) =unifrnd(4,15),; 
eti)=b(i)+ry(i); 
w=WwW+b{i) -c(ti),; 
i1=1l1+1i; 
xti) =exprnd(10}); 
cti)}=c{ti-1) +x(ti); 
pii) =max(c(ti),eti 1)):; 
忆 卫 所 
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EE 


初始 化 : 宅 王 1.81=0,w=0 


产生 间 隐 了 时间 随 机 数 服 从 参数 为 0.1 的 指数 分 布 


Ce = 


产生 服务 时间 随机 数 坟 服从 [4,13] 的 均匀 分 布 
和 三 所 十 区 


累计 等 待 时 间 :mw=mT+e:-ei 


准备 下 一 次 服务 : 二 车 | 


产生 间隔 随机 数 关 服从 参数 为 0. 1 的 指数 分 布 


悄 下 开始 服务 时 间 : 总 =maxfc ,el) 


bh,> 4807 


输出 结果 ; 完成 服务 个 数 ; m=i 


j=i-1, tw 


停止 


平均 等 竺 时 间 : w 


图 17 -4 
t = W 
人 二 1 
运行 simul .m, 模 所 出 一 个 工作 日 内 完成 服务 的 顾客 数 m=45 人 ,平均 等 待 时 间 1 =33 min. 
对 问题 (2 ) ,将 程序 simul .m 略 修 改 得 程序 simu2 .m 如 下 . 


Clear 
Ca 二 二 总 总 


for ] =1:cs 


] 
wj)=0; 
了 
x(i) =exprnd(107. 
lL) RL 


b(li) =x{(i); 
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while bti}< =480 
vy(i) =unifrnd(t4,15); 
esti) =b(i)+y(i); 
wj) =w (i) +b(i) -c(i); 


1=i+1; 

xti) =exprnd(10): 
ci})=cti-1) +x(ti): 
b(i) =maxtc(ti),e(i-1)); 


忆 卫 中 


l=1—2，: 
El WT ZL 
m(j)=i; 


马刀 过 


pt =0; 
Pm=0,， 

for]j =1:ce8 
Bt spt + 
Pm = Pm + mi); 

全 了 局 
pt =pt /cs 
pm = pm/Cs 

运行 simu2 .m, 模 所 出 100 个 工作 日 平均 每 日 服务 笑容 数 pm =43 人 ,每 日 内 顾客 的 平均 等 
符 时 间 为 27 min. 


17.4 用 蒙特 卡 罗 法 解 非 线 性 规划 


有 约 划 的 非 线 性 规划 问题 为 : 
min 拓 王 ) = 二 
(于) 宕 0， i=],2,.:…,m 
3,., 
[cs i= 二。 

用 蒙特 卡 轩 法 解 非 线 性 规划 是 一 种 直接 法 . 其 基本 思想 十 :在 入 计 的 区 域 i (x ,x ,… ,xX,) 1%; 
es[a,b] ,j=1,2,-…,n} 内 随机 取 若 干 实 验 点 ,然后 从 试验 点 中 找 出 可 行 点 ,上 骨 从 可 行 点 中 选择 
最 小 点 ， 

试验 点 的 第 了 个 分 量 ” 服从 [aj,&] 内 的 均匀 分 布 . 即 ， 
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x = a +Rb = 

用 为 一 个 [0,1] 均 裤 分 布 的 随机 数 . 说: 

PP: 试验 点 避 数 ; 

MAXP:;: 最 大 试验 点 已 数 ， 

:可行 点 总 数 ; 

MAXK: 最 大 可 行 点 数 ; 

用” :村 代 产生 的 最 优点 

&: 挝 和 代 产生 的 最 小 值 睛 下 ) ,其 初始 值 为 计算 机 所 能 表示 的 最 大 数 . 

先 产 生 一 个 随机 数 作 为 初始 试验 点 . 以 后 则 将 上 一 个 试验 点 的 第 jy 个 分 量 随机 产生 ,县 
,=a + 民 (ba,) ,其 他 分 莉 不 变 而 产生 一 个 新 的 试验 点 . 这 样 ,每 产生 一 个 新 试验 点 只 需 一 个 
新 的 随机 数 分 量 . 当天 > MAXK 或 P>MAXP 时 停止 迄 代 . 

选 代 砂 骤 见 图 17 -5 框图 . 


和 


初始 化 ; 络 定 MAXK,NMAXP:; 上 =0,.P=0, QQ: 大 正 数 


HatR(b 0), F512 


输出 XX*, 如 : 仓 止 | 


图 17 -5 


+. 了 
和 便 1 max z= 一 25) xi 十 区] YX, + Br 十 了， 
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17.4 用 坦 特 卡 交 法 解 非 线性 规划 - 295 ， 


ax +%, = 10 
&, t. 
1。 > 人 二， 站 
在 MATLAB 软件 包 中 编程 , 共 需 三 个 M- 误 件 :Franaqlp mrlp.m Lpeonestr .nt. 主 程序 
为 xandlBa .mm .各 个 文件 的 产程 序 如 下 : 
秆 anNndlp.m 


function| sol,ri,r?2|] =randlp(la,b,n) 随机 楼 拟 解 非 线 性 规划 


位 记 BUYG =1， 

a = 站 名 试验 点 下 漠 

p=10; $$ 试验 点 上 界 

n=1000; 试验 点 个 数 

ri =unifrndtia,b,.n,l)}).: Gn x1 阶 的 [a,b] 拘 写 分 布 随 机 数 算 阵 


r2 =unifrnd{a,b,n,l);: 
sol =| ri(1y) rr2717 | 
z0 = inf:; 


for i1=1':n 


x1 =r1l1(i), 
x2 = rr2(1): 
lpc = lpeonst{([x!l x21),， 
it lpEc =1 
z =mylp({lxl x2 |); 
if 2z<2D 
AN 
sol =[xl1 x2|]; 
安放 时 
它 卫 可 
应 也 习 
SE my lp.m 
Eunction 2% =mylp(x) Y 目标 函数 


Z 二 2 本 其 (1 2 +X(2)"2 -xtl) *xt2) Bux(l) -34xX(2); 
和 转化 为 求 最 小 信 问 题 


$$ | PCONst .m 
function lpc = lpeonst(x) 告 约束 条 件 
if 3*x(1} +xt2) -10< =0.5&3*X{t1l) +X{2) -10> = -0.5 


# 约束 条 件 的 误差 为 +0 .5 
Eee 三 二 


全 1 83e 


lpc =; 
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已 站 届 


运行 rand1p .nm, 得 结果 :x, =2.524 1 ,x, =2.839 7,5=15.033 5. 


17.3 寺 题 


i, 已 知 零件 C 由 零件 4 和 零件 如 连接 而 成 ,已 知 4 的 长 度 均 为 硕 机 变量 , 具 悼 数 便 如 下 
表 . 试 抽取 10 个 样本 以 计算 “的 平 坷 长 度 . 


4 的 民 
概率 0. 11 
IE 
”概率 | 0. 23 0. 09 


2， 某 服装 公司 欲 订购 一 批 冬 装 出 上 售 , 每 件 冬 闭 的 加 工 费 用 不 确切 , 们 计 如 下 ; 


试用 模拟 方法 决定 该 公司 冬 净 的 订购 数 与 定价 ,使 利润 最 大 (如 订购 多 于 销售 数 时 ,每 伯 处 理 份 
为 5 元 ). 

3. 某 设 备 上 安 闭 有 四 只 型 号 规格 完全 相同 的 电子 管 ,已 知 电子 管 寿 命 鸭 1000 b ~2000 bh 之 间 
的 均匀 分 布 . 当 电 子 管 损坏 时 有 两 种 维修 方案 ,一 星 每 次 更 换 损 坏 的 那 一 只 ;二 是 当 其 中 只 损坏 
时 四 只 癌 时 更 换 . 已 知 更 摘 时 间 为 换 一 只 时 需 1 h,4 只 和 何 时 换 为 2h. 更 换 时 机 器 因 停 止 运转 每 小 时 
的 损失 为 20 元 ,又 每 只 电子 管 价 格 10 元 ,试用 模拟 方法 决定 哪 一 个 方案 经 济 合理 ? 

4. 某 报 童 以 每 份 0.03 元 的 价格 买 进 报纸 ,以 0.05 元 的 价格 出 售 . 根据 长 期 统计 ,报纸 每 天 
的 销售 量 及 百分率 为 


已 知 当天 销售 不 出 去 的 报纸 ,将 以 每 价 0.02 元 的 价格 退还 报社 . 试用 格 拟 方法 确定 报 恒 每 大 严 
进 报纸 数量 ,使 报 童 的 平均 总 收入 为 最 大 ? 
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在 工程 中 , 常 有 这 样 的 问题 :给 定 一 批 数据 点 ( 它 可 以 是 设计 师 给 定 ,也 可 能 是 从 测量 与 采 
样 中 得 到 ) , 需 确 定 满足 特定 要 求 的 曲线 或 曲面 . 如 果 要 求 所 求 曲 线 { 面 ?通过 所 给 所 有 数据 点 ， 
这 就 是 揪 情 问题 ;在 数 杨 较 少 的 情况 下 ,这 梓 做 能 取得 较 好 的 效 示 .但 是 ,如 末 数 据 较 多 ,那么 , 博 
值 函数 是 一 个 次 数 很 高 的 函数 ,比较 复杂 , 辣 时 ,给 定 的 数据 一 般 是 由 观察 测 其 所 得 ,往往 带 有 随 
机 误差 ,因而 , 亡 求 曲线 ( 面 ) 通 过 所 有 数据 点 就 既 不 现实 记 不 必要 . 如 果 不 要 求 明 线 ( 曾 ) 通 过 所 
有 数据 点 ,而 是 要 求 它 反 映 对 象 整体 的 变化 趋势 ,可 得 到 轩 简 单 笑 用 的 近似 函数 ,这 就 十 数据 所 
合 ,又 称 曲线 拟 合 或 曲面 氢 合 。 苯 数 插值 与 曲线 拟 合 都 是 要 根据 一 组 数据 构造 一 个 函数 作为 近 
似 ,由 于 近似 的 要 求人 不同, 二 省 在 数学 方法 上 是 完全 不 同 的 . 


18.1 插值 问题 


18.1.1 拉 格 朗 日 揪 值 


若 划 道 轴 数 Y = 六 x) 在 互 异 的 两 个 点 和 w 椒 的 孙 数 值 Y, 和 YY, 而 想 情 计 该 阔 数 在 男 一 点 
上 处 的 图 数值 ,最 自然 的 想法 是 作 过 所 (x0 ,Yo2 和 局 (x31,71) 的 直线 Y=Ltx), 用 上 (#5) 作为 准确 
值 人 EE) 的 近 侯 值 ,如 果 斌 为 洪 差 赤 大 ,还 可 增加 男 一 点 放 x) 的 沙 数 值 , 即 已 向 y= 所 x) 在 筷 异 的 
三 个 点 xo ,zt 和 x 处 的 郴 数 值 和 ,和 和 YY; ,可 以 构造 一 个 过 这 二 点 的 二 次 曲线 y = 天 (zl 用 
L(t) 作为 准确 值 A(E) 的 近似 值 . 
一 般 地 , 乔 已 知 7= 乒 引 和 在 互 异 的 呈 + 寺 个 点 xx 处 的 函数 但 ,yy ,7 , 则 可 以 考 
虑 构造 一 个 过 (zx, ,3) =f,1 ,nn 这 n+1 个 点 的 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 y = 上 L(x) ,使 其 满足 
Liw) = Ol mn (C1) 
然后 用 也 (后 作 为 准确 值 护 上 ) 的 近似 全 . 此 方法 就 叫 敌 揪 秆 法 ,这 样 构 造 岂 来 的 凶 项 式 L(x) 称 为 
六 x) 的 n 次 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 或 揪 值 函数 . 称 点 x,( 上 =0,1,…,n) 为 插值 结 点 , 称 式 (1) 为 插 秆 条 件 
(准则 ) , 含 x(=0,1,2,…,n) 的 最 小 区 间 La,8j (a = min 1x.1.6= max1x,| ) 叫 做 插值 区 间 . 
定理 1 满足 质 佣 条 件 (1) 的 次 数 不 超过 nn 的 多 珊 式 是 存在 面 且 唯 一 的 . 
1， 线 性 揪 慎 公式 
已 知 盟 数 y = 败 z) 企 了 措 的 两 个 点 xz 和 和 x 处 的 薄 数 但 yo 和 7 ,欲求 一 个 次 数 不 超 过 1 的 多 
项 式 y =L,(x) ,使 其 满足 
Di Sy {2) 
根据 定理 1,L《x) 是 存在 而 且 唯 一 的 , 称 (x) 为 线性 播 慎 函数 或 一 次 插值 备 项 式 . 用 点 妊 式 可 
以 写 山 过 点 txo yy) 和 点 (x ,YY ) 的 直线 方程 ; 
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Y= Yn + 二 一 一 x 
因 引 
Lt{x) = yy Pe 二 _ x,) 
i 
将 它 写 成 对 称 武 ,为 
Li(lx) = Yo ee (3) 
v= x 一 Xo 
我 们 称 (3) 式 为 拉 格 朗 和 线性 插值 函数 或 一 次 拉 格 朗 日 插值 公式 . 
若 引 进 记 号 : 
= x — Xo 
i,(x) = --, bx) = 
ll 一 区 0 
则 (3) 式 可 以 写成 : 
F(x) = Yolo tx) + yt (x) (4) 


其 中 Lt) ,L(x 满足 ; 
Lx) = (xy =0; L(x) =0,L(x) =1 
我 们 称 mx ,hi (x) 为 线性 插值 或 一 次 拉 格 妇 日 插值 的 基 泵 数 . 
例 1 根据 下 表 给 出 的 平方 根 值 ,用 线性 插值 计算 y5， 


1 ?| 3 | 


解 ” 取 最 接近 =5 的 两 点 mm =4,x, =9 六 搬 值 节 点， ee 式 (3) ,得 
人 


了 十 入世 5 -i 

2. 抛物 线 插值 公式 

已 知 函 数 y= 丰 xz) 在 三 个 互 异 点 ww 和 x 处 的 函数 值 xy,Y， 和 yy, ,和 敬 求 一 个 次 数 不 超 过 2 
的 多 项 式 y =L(x) ,使 其 满足 

L(xo) = Yo, Blx) = %,， (Wa) = Ys (5) 

根据 定理 1 ,L(x}) 是 存在 而 且 趴 一 的 . 下面 仿照 线性 插值 时 构造 插值 吴 数 的 方法 ,用 基 消 数 的 线 
性 组 合作 出 满足 (5} 的 二 次 插值 多 项 式 , 此 时 有 三 个 林 晃 数 :iCx) zs 它们 都 是 二 次 
汲 数 , 分 别 满足 下 列 条 忻 : 


(xo) = ix) = Ohtx)} =0 
下 (6) 

(Rl S00 ll(w) = 0 (Rm) 
由 上 述 条 任 可 以 推出 总 (xz) ,D(x) ,bx) 的 表达 式 . 例如 ;由 于 x ,xs 是 (x) 的 零 厂 ,让 
(zr) 必 为 (x) =a(x -x) (x 一 x) 形 式 ,a 为 待定 系数 ,又 由 于 (x6) =1, 代 人 此 式 解 出 a = 


1 从 而 得 到 (x) 的 表达 式 为 ; 
(Yo — {Xo -xa ) 
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(x — (x,) 
Sa) a ey aD 
同 理 可 得 : 
(x ~ xn) tx Co Xx,) (x — xo) to— |) 
Oo (x) ro) x, x) a (x — ro } x — Xx) 
根据 以 上 讨论 ,我们 得 到 二 次 插值 多项式 为 : 
Lx) = yotolx) + 人 下 和》 + yat (x) (7) 
称 2(x) 为 搜 物 线 揪 值 函 数 或 二 次 质 值 多 项 式 . 
例 2 根据 例 1 的 数据 ,用 抛物 线 法 计算 V5 的 近似 值 . 
解 ” 选 拌 与 x*=5 最 接近 的 三 点 x。=1,x, =4,x, =9 为 插值 节点 ,根据 抛物 线 插 值 公式 (?)， 
有 


dL,(5) =1x 


3. 一 般 情 形 
一 般 的 次 插值 问题 是 构造 满足 条 件 (1) 的 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 . 与 构造 线性 和 二 次 插 
值 多 项 式 类 似 ,n 次 拉 粘 朗 日 插值 公式 可 表示 成 4 次 轩 值 基本 数 (x) ,0z) ,l,l(*) 的 线性 组 


A 
站 


(5 -4)(5 -9) ,2 、 (5 -1)(5 -9) ,3 (5 -1)(5 一 4) 


(1 -49 “~ (4-1)(4-9) “(9 9 -4 4 


L(x) = yololx) + yx) to tI) = > yah) (8) 
点 = 
其 中 (x) (=0,1,…,n) 是 nn 次 多 项 趟 , 且 满 足 : 
上 天 | (9) 
0, i 


与 前 面 推导 类 似 , 可 以 由 (9) 式 得 到 (tx) 的 具体 表达 式 : 
WN 
TS 
为 便于 书写 ,引进 记号 : 
wir) = (x — Xo tr wr 
取 w(x 在 x ,=0,1,…,n 姓 的 导数 ,得 
WwW Cr) = CR So) NE 


于 是 拉 格 并 日 插值 公式 可 写 为 : 
L(x) > {x 加 


Ol, ,并 {10) 


wt ) 
x wx,) 

4， 播 值 多 项 式 的 余 项 

本 段 讨论 用 n 次 插值 名 项 式 L(x}) 来 近似 函数 所 x) 时 的 误差 . 记 

r(x) = F(x) — L(x) 

并 称 r,(x) 为 n 次 插值 多 项 式 的 截断 误差 ,或 称 为 搬 慎 余 项 . 

定理 2 假设 函数 在 [a,8] 上 有 n+1 阶 导 数 ,是 

和 C11) 
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x) 是 经 过 数据 点 (x ,yi=1,2, 下 ,nn) 的 次 数 不 高 于 nn 的 儿 项 式 . 则 对 区 间 [a,8] 上 的 任何 x 
都 存在 EE(# 依赖 于 *) 属 于 (ta,b) ,使 得 


Re (12) 


(n+1)! 
其 中 

wx) = (XX (13) 
植 值 公式 的 余 项 可 以 给 出 多 项 式 L(x) 偶 近 f 人 x) 的 误 类 合计 . 


18.1.2 分 段 择 值 


多 项 式 历 来 都 被 认为 是 最 好 的 通 近 工具 之 一 . 用 多 项 式 作 插值 函数 ,就 是 前 面 的 代数 插值 . 
一 般 情况 下 ,似乎 可 以 靠 增加 插值 结 点 的 数目 来 改善 插值 的 精度 ,但 插值 多 项 式 的 次 数 会 随 着 节 
点 个 数 的 增加 面 升 高 ,可 能 造成 插值 函数 的 收 人 证 性 和 稳定 性 变 差 , 甬 近 的 效果 往往 是 不 理想 的 ， 
甚至 发 生 龙 格 振 功 现象. 

龙 格 (Rurgey 在 本 世纪 初 发 现 :在 区 间 [ -1,1j 上 用 nm+l 个 等 距 结 点 作 插 值 客 项 式 志 (xz) ， 
使 得 它 在 结 点 的 值 与 函数 y(s) =1Z(1 +25x ) 在 对 应 结 点 的 值 相 等 , 当 n 一 w 时 ,插值 多 项 式 
上 L,(#) 在 区 间 的 中 部 趋 于 y(x) ,但 是 对 于 满足 笨 件 0.728.… 专 |x| <1 的 x,L(x) 并 不 趋 于 y{x) 
在 对 应 点 的 值 . 这 种 现象 就 叫做 龙 格 现象 ( 岁 18 -1). 


图 18-1 龙 格 现 旬 


若 插 值 的 范围 较 小 (在 某 个 局 部 ) ,用 低 次 插值 往 御 就 能 奏效 ,例如 对 y(x) =17(1 +25x’ ) 在 每 个 
于 段 上 用 线性 插值 , 即 用 连接 相 邻 节点 的 折线 通 近 所 考察 的 曲线 ,就 能 保证 一 定 的 过 近 效 果 . 这 
种 增加 结 点 ,用 分 眉 低 次 多 项 式 插值 的 化 整 为 零 的 处 理 方法 称 作 分 段 揪 值 法 ,也 就 是 说 不 是 去 寻 
求 整个 插值 区 疝 上 的 一 个 高 次 多 项 式 , 而 是 把 插值 区 间 划 分 成 若干 个 小 区 间 ,在 每 一 小 区 间 上 用 
低 次 多 项 式 进行 插值 ,在 整个 插值 区 间 上 就 得 到 一 个 分 段 插值 函数 . 区 间 的 划分 是 可 任意 的 ,各 
个 区 间 上 插值 多 项 式 的 次 数 的 选取 也 可 按 共 体 问 题 选 择 . 分 段 桂 值 法 道 常 有 较 好 的 收 合 性 和 各 
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定性 ,算法 简单 ,克服 了 龙 档 现象 ,但 播 值钱 数 不 如 拉 档 天 日 插值 多 项 式 光滑 . 这 类 播 全 大 致 可 分 
为 两 类 :一 类 是 下 面 要 介绍 的 局 部 化 的 简单 分 段 插值 ; 男 一 类 是 非 局 部 化 光滑 性 较 好 的 分 段 揪 
值 , 即 后 面 要 介绍 的 样 条 插值. 

在 分 段 播 值 中 ,用 得 较 多 的 是 分 段 线性 插值 . 

设 在 区 加 La,8] 上 取 n+1 个 结 抬 : 


和 (14) 
在 区 间 [a,8] 上 有 二 阶 导 数 的 函数 x) 在 上 列 结 点 的 值 为 
fxo) = yo 夏装 一 Fl， ws 二 了 【15 ) 


于 是 得 到 n+1 个 数据 点 (x,,7Y;). 联结 相 邻 两 点 (x xz) 得 = 条 线 民 ,它们 组 成 一 条 
折线 ,把 区 间 [a,8] 上 这 条 折线 表示 的 函数 称 为 遇 数 六 x) 关 于 这 n+1 个 数据 点 的 分 段 插值 血 
数 , 记 为 L(x). 它 守 如 下 性 质 : 

(1) L(x) 可 以 用 分 段 汞 数 表示 ,L(x,) = 人 x.) = ,在 区 间 [a,8] 上 L(x) 连续 . 

(2) L(x) 在 第 i 段 区 间 [*,_, ,x;] 上 的 表达 式 为 : 


和 (16) 
| 一 0 
由 此 构造 播 值 基 咕 数 : 
- — = 
| {x = 一 轩 ， 
0 [x x] i=0,1,.,n 
| | 
0 ， 其 他 
则 
| “= 
hw) = 
也， ji 
Llx) = > L(x) yy (17) 


对 分 段 线 性 插 僵 的 余 项 倘 计 有 下 列 结 果 : 
定理 3 设 给 定 缚 尽 为 &=%o <x <x Bo) =Y;,J"(%) 在 Lae,b} 上 存在 , 则 对 任意 
的 xe[a,5] ,有 
六 于， 
[reox)|= |fx) 一 二 xz 有一 


其 中 
i 
18.1.3 三 次 样 条 插值 


分 段 线性 播 值 晤 数 在 结 点 的 一 阶 导 数 一 般 不 存在 ,光滑 性 不 高 ,这 就 导致 了 梓 条 插值 的 提 
出 . 
在 机 械 制 造 .航海 .航空 工业 中 ,经常 要 解决 下 列 问题 :已 知 一 些 数据 点 (mm,) (x ,71)， 
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6) 旭 何 通过 这 些 数据 点 作 一 条 比较 光滑 { 如 二 阶 导 数 连 续 ? 的 曲线 呢 ? 

绘图 员 人 解决 这 一 问题 是 首先 把 数据 点 描绘 在 平面 上 ,再 把 一 根 富 有 弹性 的 细 直 条 { 称 为 样 
条 ) 弯 曲 ,使 其 一 边 通过 这 些 数 据点 ,用 压 铁 固定 细 直 条 的 形状 , 滑 样 条 边沿 绘 出 一 条 光滑 的 曲 
线 . 往往 要 用 兄 根 样 条 ,分 段 完 成 上 述 工作 ,这 时 应 当 让 连接 点 也 保持 光 清 . 对 绘图 员 用 样 条 画 出 
的 曲线 ,进行 数学 模拟 ,这样 加 寻 出 了 样 条 函数 的 概念 , 

1， 样 条 函数 的 定 尺 

设 在 区 加 [a,8] 上 ,已 给 n+1 个 互 不 相同 的 结 点 

a =X CA x = (C18) 

面 蚊 数 y= 所 x) 在 这 些 结 点 的 值 了 x,) = =0,1,…,n. 如 果 分 段 表 示 的 函数 S(tx) 满 足下 列 条 
件 ,就 称 Stx) 为 碎 x) 在 基点 xo,x,,… ,x, 的 三 次 样 条 插值 函数 ,简称 三 次 样 条 . 

(1) S(t*) 在 子 区 间 [ x,,x,,,j 的 表达 式 5,(x) 部 是 次 数 不 遍 于 3 的 多 项 式 ; 

(2) SX) =y,; 

《3) St*) 在 整个 区 间 [a,8] 上 有 连续 的 二 阶 早 数 . 

在 区 间 [xi,x;,,] 上 ,Sx) 是 不 超过 三 次 的 多 项 式 , 故 S*(4) 是 线性 函数 , 邻 


J Sx), k i he (19) 
由 拉 格 期 只 线性 插值 公式 ,得 
S{x) = Mm, + mm,, h {201 
其 中 ， 
hh =x, -x,, k=0,1 ,Tn 
由 (20) 得 
5 (21) 
点 


由 于 SCx)y 满 足 捕 值 原 则 ,并且 在 全 区 间 有 直到 二 阶 的 连续 导数 ,又 由 (21)7 知 37(xz)y 在 [xx ] 
上 存在 且 为 常数 ,所 以 由 泰勒 公式 有 : 
CO + oo Re 
x Ee [x x | =0,1 -1 {22) 
将 x =zx, 代 人 (22) ,可 解 得 


S' (x,) 二 一 Yi 
此 


~ 2 (2m me 二 0 ,1 ,nl (23) 
将 (23) 代 人 {22), 得 到 S(tx) 在 [x ,zis ] 上 上 的 表达 式 : 
Sx) ms) (x 一 区 


mi Dy 
bh, 

由 此 可 见 , 只 要 能 求 出 m,{ 庆 =0,1,… ,nn) St) 就 能 完全 确定 .下面 利用 汪 2) 存 在 且 连 续 的 菜 

件 推导 mK =0,1,…,n) 应 满足 的 关系 式 . 


(x — x (24) 


ni 1 
+t aX 二 
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在 [x*;_， ,Xe | ,SCx) 的 表达 式 成 为 


. 乒 -1 z 
SSE) | 十 | 后 -一生 mm, 证 mi) | (x 党 十 ns, {x ee we) 
Rh, 6 
Mh 1 3 
， 十 oR (x 一 元 |) 
由 上 式 容 易 计 算出 SCxz 在 和 的 在 导 数 为 : 
= 
Cs (25) 
hp. 6 
令 Stx, -0) = Sxi) ,整理 后 得 到 : 
hi hh © fy Ys yy 
7 i 上 + 点 二 上 点 一 上 
和 | 攻 下 
骨 令 
hn ] hh 
Be ph + 127 
四 6 Fer Ye Mt 
和 A nh + 7 | = bf x, | 《28 ) 
则 (26) 式 可 号 为 
《1 -pm 十 2m + Hn = A, k=1,2,..…,r-1 (29) 


邑 得 到 含有 n+1 个 未 邢 量 mo,m,… ,mm, 的 -1 个 方程 的 方程 组 . 要 确定 未 知 量 还 需 补充 两 个 
条 件 ,它们 通常 在 区 间 [La,5] 的 两 端 给 出 , 称 为 边界 条 人 忻 - 常用 的 边界 条 件 有 三 种 : 

(1) m 边 值 象 件 : 给 定 病 操 处 的 一 阶 导 数 , 即 

z S (xo = Yo, SSA) = 

《2) M 边 值 条 件 : 给 定 端点 处 的 二 阶 导 数 , 即 mo ,m, 已 知 . 特别 取 m。=m, =0 时 称 为 自然 边 
界 条 件 , 求 得 的 S(x) 称 为 自然 样 条 函数 ， 

《3) 周期 边 值 条 件 : 当 Y=A*) 是 以 b -a=zx, -ao 为 周期 的 局 期 函数 时 ,要求 S(x) 也 是 局 
期 函 狐 , 训 痊 后 要 满足 S'(x0) =S (zs) ,mo = mm 

给 出 任 一 种 边界 条 件 都 可 以 得 到 两 个 独立 的 方程 ,将 它们 与 (29) 联 立 就 得 到 n+1 个 方程 ， 
解 出 mo ,mm ，…,m, 之 后 代 人 (24) 便 可 得 到 三 次 样 条 函数 5S(x) 在 各 个 子 区 间 上 的 表达 式 . 以 第 
二 种 边 者 条 件 为 例 ,mo ,m, 为 已 知 数 ,于 是 (29) 化 为 : 


7 Pa nm | 一 《1 -pmo 
1 -x 2 Mt mM, 入 
= (30) 
1 — 4,» < 此 
] = < m1 由。 1 — Hr, 


三 对 佛 方 程 组 (30) 的 系数 矩阵 按 行 严格 对 角 占 优 , 所 以 它 的 行列 式 不 等 于 零 ,从 而 方程 组 (9) 的 
解 存 租 并 且 唯 一 ,可 用 追 考 法 求解 

2. 计算 步骤 

三 次 样 条 郴 数 的 计算 步骤 如 下 : 
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(1) 由 (27) 、(28) 计 算 jw ,ARR=1,2,.,n-l; 

(2) 由 方程 组 29) 结合 给 定 的 边界 条 件 求 出 确定 mn ,mi mm, 的 方程 给 ,并 求解 

(3) 将 mfi=0,1,-…,n) 代 入 (24), 得 到 5Stx) 的 分 段 表 达 式 . 

以 上 三 种 插值 方法 都 是 一 维 播 利 ,它们 有 如 二 特点 : 拉 格 朗 日 插值 (高 次 多 项 式 插 值 ) ,其 插 
值 函数 在 整个 区 间 上 是 一 个 解析 表 人 达 式 ,便于 再 次 开发 利用 ;由 线 光 猎 ;误差 估计 有 表达 式 ; 收 禹 
性 不 能 保证 (振荡 现象 }. 用 于 理论 分 析 ,实际 意义 不 大 . 分 医 线 性 和 三 次 样 条 播 值 ( 低 次 多 项 式 
插值 ) ;中线 不 光滑 (三 次 样 条 插值 已 天 有 改进 ) ;误差 佑 计较 难 ( 对 二 次 样 荣 播 便 );: 收 伍 性 有 避 
让 . 简单 实用 ,上 应用 广泛 . 


18.1.4 二 维 插 值 


二 维 插值 是 基于 一 维 播 值 同样 的 思想 . 但 它 是 对 了 酷 个 变量 的 函数 z= 太 x,Y) 进行 搬 值 . 

求解 二 维 搬 值 的 时 本 思路 是 ;构造 一 个 二 元 明 数 := 碎 x,Y) ,通过 全 部 已 知 节 点 , 即 扩 x,,Y,) = 
z=001 ,m=0,1 ,nn) 或 Fx,7,) =z(i=0,1,…,n) ,再 利用 fx,y) 插 值 , 即 z* =f(x*， 
7 ). 

二 维 插值 常见 的 可 分 为 两 种 ;网 格 节点 插值 和 散乱 数据 插值 , 

网 格 节 点 插值 送 用 于 数据 点 比较 规范 , 妈 在 所 给 数据 点 范围 内 ,数据 点 要 落 在 帆 一 些 平行 的 
直线 组 成 的 矩形 网 格 的 每 个 质点 上 . 散乱 数据 插值 拓 几 于 一 般 的 数据 点 ,多 用 于 数据 点 不 太 规范 
的 情况 . 

1， 网 格 节 点 插值 法 

已 知 m xn 个 节点 (zx, ,507 (i=12 ,m=1,2,…,n) ,其 中 x,,Y 互 不 相同 ,不 妨 设 &= 
xj 于 任 一 播 值 太 (x 7 )( 壮 (%,,》)) 处 的 插值 z . 

网 格 节 点 插值 有 以 下 几 种 形式 : 

(1) 最 邻近 点 播 值 

二 锥 或 高 维 情形 的 最 邻近 插值 ,与 被 插值 点 最 邻近 的 节点 的 函数 值 即 为 所 求 . 注意 :最 分 近 
插值 一 般 不 连续 , 具有 连续 性 的 最 简单 的 插值 是 分 片 线 性 插值 . 见 图 18 -2ta). 

(x ,让 CH 


(x ,+1) (Xr Hird 


(2) 分 片 线 性 插值 
将 四 个 插值 点 ( 答 形 的 四 个 项 点) 处 的 函数 舍 低 次 简 记 为 : 
所 和 = 和 = fos dX Yi ) = ff, Fx,, pit) = fa 
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分 两 片 的 梢 数 表达 式 如 下 : 
第 一 片 { 下 三 角形 区 域 ) ;tx, Y) 满 足 ， 
ya J +y 
插值 中 数 为 ; 


Nr) 2 (= n=) A=) (y=) 
第 二 片 (上 三 角形 区 域 ):(x, 7Y) 满 足 ; 
> a (x = 


评 ;+1 


小 


插值 是 数 为 ， 
Fr) = +t OY + Ax 一 和 
风 图 18 -2(b). 
注意 :(x,Y) 当然 应 该 是 在 插值 节点 所 形成 的 矩形 区 域内 . 显然 ,分 片 线性 插值 函数 是 连续 
的 ， 
(3) 双 线性 插值 
双 线 性 擂 什 是 由 一 片 一 片 的 空间 二 开 曲 面 构成 . 双 线 性 插值 申 数 的 形式 如 下 
FxsY) = Axy + Br + Cy + DE{= (ax + hb)(ley + d)) 
其 中 有 四 个 待定 系数 ,利用 该 鸭 数 在 抢 形 的 四 个 顶点 ( 揪 值 节点 ) 的 函数 值 ,得 到 四 个 代数 方程 ， 
正好 确定 四 个 系数 . 
2， 散 乱 数 据 据 值 法 
在 了 =[a,8] x[c,dj 土 散乱 分 布 访 个 点 = {x0075) ,=1,2,…',N 处 给 出 数据 z ,要 求 寻 
找 了 上 上 的 二 元 梢 数 所 x,y) ,使 
所 yi 二 《= 
一 个 典型 的 容易 想到 的 是 “ 反 上 距离 加 权 平 均 "方法 ,又 称 之 为 Shepard 方法 .其 基本 思想 是 ， 
在 非 给 定数 据 的 点 处 ,定义 其 是 数值 由 已 知 数据 按 与 该 点 距离 的 远近 作 加 权 平 均 交 定 , 记 
Fr = x) + ly- 
则 二 元 函数 (有 曲面) 定义 为 ; 
r = 间 


下 
EE W(x,y)z,, 否则 


其 中 W(x,y)》 = | > la 


2 
Ty 在 全 上 


如 此 定义 的 曲面 是 全 局 相关 的 ,对 曲面 的 任 一 点 作 数 据 计算 都 要 涉及 全 体 数 据 , 这 在 大 量 实 
测 数据 初 值 中 是 很 慢 的 . 此 外 ,F(x,Y) 在 每 个 插值 点 (x,,》) 附近 产 生 一 个 小 的 “平台 ” ,使 曲面 
不 具有 光 须 性 . 但 因为 这 种 做 法 思想 简单 ,人们 对 它 进 行 了 种 种 改进 ,例如 : 

最 适当 常数 中 >0, 令 
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27 . 
于 一 一 YY A 二 
wly) J 1) ， R/3 <y<R 


0, yy > 下 
由 于 wty) 是 可 微 师 数 , 便 得 如 下 定 多 的 F(x,7) 在 性 能 上 有 所 改善 : 


Foy) = 5 Wa W(x = oy0)/ Foy,) 
18.2 用 MATLAB 解 播 值 问题 


18.2.1 一 维 插值 


MATDLAB 在 一 维 楠 值 蚂 数 interpl 中 ,提供 了 四 种 树 值 方法 选择 :线性 禁 值 .三 次 样 条 揪 
值 .二 次 栖 慎 和 最 近 邹 点 搬 值 (linear、spline .cubic、nearest) .Interpl 的 基本 格式 为 : 
Interpl(x,y,cx, method 
其 中 xy 分 别 表示 为 数据 点 的 模 ,、 纵 坐标 向 量 ,x 必须 单调 . cx 为 需要 插值 的 横 坐 标 数据 (或 数 
组 ) ,cx 不 能 超出 x 的 范围 .而 method 为 可 选 参数 ,对 应 于 上 述 四 种 方法 ,可 从 以 下 四 个 值 中 
任 选 一 个 : 
es nearest 一 一 最 近邻 点 插值 


® 1]inear 纯 性 栖 值 
* spline, 三 次 样 条 插值 
® Cubic 三 次 插值 


linear 是 缺 省 值 . 当 缺 省 时 按 线性 插值 处 理 . 
例 1 在 128 内 ,每 隔 18h 调 量 一 次 湿度 ,温度 恢 演 为 :383891525,29 .31 .30 .22 .25 .27 ， 
24, 试 千 计 在 3.2 h, 6.5h,7.1h,11.7h 时 的 温度 值 . 
解 ” 输入 命令 : 
hours =1 :12,; 
temps =[5891525 2331 30 22 25 27 24|]; 


t =interpl(hours,temps,[3.26.57.] 11.7]) # 线性 播 信 

T=interpl(hours,temps,[3.26.57.]11.7],， spline ) 三 次 样 条 插值 
计算 结果 : 

必 全 


10.2000 30.0000 30.9000 24.9000 
= 
9 .6734 30.0427 31.1755 25.3820 
出 较 发 现 , 样 条 插值 与 线性 插值 的 结果 不 同 .因为 插值 是 一 个 估计 或 猜测 的 过 程 ,应 用 不 辣 
的 估计 规则 将 早 致 不 同 的 结果 、 
一 个 最 常用 的 样 条 插值 是 对 数据 进行 平滑 . 即 纵 定 一 组 数据 , 使 用 样 条 插 便 在 更 细 的 则 大 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


18.2 用 MATLAH 解 插 士 问题 *。 307 ， 


内 求 值 . 
例 2 在 例 1 的 条 件 下 ,每 隔 ja 估计 ~- 次 温度 值 . 


解 ”由 于 数据 点 杰 多 ,最 好 用 图 形 表 示 ， 输 入 命令 : 
hours =1 :12.; 
temps = 58913525 2931302225 27 24|]: 
i 
上 = interpl(hours,temps,h, spline );( 直 接 输 出 数据 将 是 很 多 的 ) 
plot(hours,temps, + ,h,t ,hours,temps, r:) #% 作 图 
xiabel{( Hour ylapel( Degrees Celsius ) 


图 形 见 图 18 一 3， 
3 
- 
18.2.2 二 维 插值 


对 二 维 插值 问题 ,MATLAB 分 别 给 出 了 针对 插值 基点 为 网 格 节 点 的 插值 冰 数 incerp2 ,以 
及 针对 插值 基点 为 散乱 节点 的 插值 前 数 griagdata. 现 分 别 介 绍 如 下 : 

1. 播 值 基 点 为 网 格 节 局 

问题 :已 知 mxan 个 节点 : (x9 ,20 i= ,2 m3 =1 ,2 ,Rj x < < 
yi 天) ) 处 的 插值 2 . 

对 上 述 问 题 , MATLAB 中 提供 了 二 维 播 值 函数 interp2 .其 基本 格式 为 : 

cz = interp2(x,y,zZ,cx,cy, method ) 
其 中 向 量 x 和 Y 是 自 变量 . x、y 的 分 量 值 必须 是 单调 递增 的 .x 是 亚 维 回 量 ,指明 所 给 数据 网 将 
点 的 横 坐 标 ; y 是 n 维 向 量 ,指明 所 给 数据 网 格 点 的 纵 坐 标 ; z 是 m xn 阶 算 阵 ,标明 相应 于 所 给 
数据 网 检点 的 明 数 值 . 

向 量 cx ,cy 是 给 定 的 网 格 点 的 槛 坐标 和 织 坐 标 ,指明 瑚 数 cz =interp2(x,y,2,CX,Cy,， 
-methoda) 返 回 在 网 格 (cx,cy ) 处 的 函数 值 .cx 与 cy 应 是 方 癌 不 同 的 向量 . 即 一 个 是 行 向 量 ; 
万 一 个 是 列 问 节 

Methoa 为 可 选 参 数 ,可 从 以 下 四 个 值 中 任 选 一 个 : 

sa nearest 一 一 最 近邻 点 播 值 
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.30D8 ， 第 下 章 持 什 时 拟 合 
ss ]inear 线性 插值 
spline 三 次 样 条 插值 
a cubic 三 深 插 值 


linear 是 缺 省 值 . 
例 3 测 得 平板 表面 $ x3 阿 格 点 处 的 温度 分 别 为 : 
S22 St 80 82 84 
279 63 61 65 B31 
B44 84 82 $5 86 
作出 平板 表面 温 诬 分 布 曲 面 ， 
解 {1) 先 在 三 维 坐 标 画 出 原始 数据 ,看 一 下 该 数据 的 粗糙 程度 .输入 以 下 他 令 : 
XxX=1:5: 
y=1:3; 


temps = [28] 30 82 84;,79 63 6] 65 838] ;84 84 82 85 86 |]. 
mesh(x,y,tempe) 


好 出 粗粮 的 温 庶 分 布 曲面 图 ( 赂 18 -4). 


图 18 -4 平板 沪 庶 图 18 ~5 二 维 桶 值 后 的 平 椒 温 度 


(2) 在 x.Y 方 向 工 每 隔 9.2 个 单位 的 地 方 进行 纤 伍 ,以 平滑 数据 , 再 输入 以 下 沾 令 ， 
br 于 


yi =1:0 .2:3; 
zi = interp2(x,y,temps,xi yi. cubic ),; 
mesh(xi,yi,21i) 

画 出 播 值 语 的 温度 分 布 曲 面 图 见 图 18 -5， 


例 4 山区 地 新 :在 某 山 区 测 得 一 些 地 点 的 高 度 如 下 下 (平面 区 域 1 200 夺 x 志 4 000,] 200 到 
ys3 600). 
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18.2 用 ATLAS 解 插 值 问 题 * 309 ， 


~ 1 200 2000 | 2 400 2200 3 200 4 O00 
7 


1200 | 1130 1 250 | 230 700 
1 600 1 450 t 420 1 400 850 


加 2 C00 1 329 1! S00 ] SO 4 | 9 | L100 1 be 本 二 分 
0 0 | 


试 作出 该 山区 的 地 钥 图 和 等 融 线 图 ,并 对 儿 种 插值 方法 进行 比较 . 
解 ” 对 此 例 ,分别 用 最 近邻 点 播 值 . 双 线 性 插值 方法 和 双 三 次 插值 方法 插值 后 作出 该 山区 的 
地 貌 图 和 等 高 线 图 ,从 向 对 插值 效果 进行 比较 . 
编 瑟 M 交尾 moutain.m 如 下 : 
s 输入 原始 数据 
x =0:400:5600; 
yy =0 :400 :4800.，; 
z=[370 470 S550 600 5670 690 670 620 580 450 400 300 100 150 250 3 
510 620 730 B00 B50 870 850 780 720 50 500 200 300 350 320 3," 
日 与 站 TE60 B880 970 1020 1050 1020 830 900 T7000 300 SO0 S50 480 350 3- 
T7400 B80 1080 1130 la50 L280 1230 10ad0 900 SOO joOU T7800 To0 S50 B30 4 
B830 980 1180 1320 1450 T1420 1400 T1300 700 Su00 S850 S40 380 780 T5048. 
380 1060 1230 1390 1500 1500 T1400 S00 11o00 10860 350 S70 900 930 950,-… 
310 10930 1ai0 1500 T1200 11ou0 1350 T1450 1200 1150 0 和 二 人 0 
1050 1 oO0,-- 
950 431930 T1370 IS500 1200 1150 1550 T1600 1550 1380 1070 900 T1050 1150 
i 
430 1430 1460 1S500 1550 L800 1550 L800 L800 le00 1550 L500 1S500 1550 
lous 
14A420 1430 1450 L480 1500 1550 1510 1430 1300 1200 380 850 750 S550 S00 vy 
1380 1410 1430 1450 1470 1320 1280 1200 1080 940 780 820 460 370 350 3° 
1370 1330 1410 1430 1440 1140 T1110 1050 $850 B20 690 Sd0 380 300 210 3, 
1350 1370 1390 1400 1410 960 940 880 800 690 S570 430 290 210 150 ] ; 
% 用 原 妃 数据 作 山 区 表面 图 


figure(l), 


megshztx,y,2) 
wlabel{ Xl,vylabel( YY ),zlabel( % ) 
% 每 间隔 50 加 密 网 烙 , 分 别 作 最 近邻 点 插值 , 双 线 性 插值 和 双 二 次 插值 ,作出 插值 后 的 
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表面 图 : 
x =0:50:5600. 
yi =0 50 4800,， 


Figure(2) 

sl1i =-interp2(x,yY,zXi,yi', nedrest ); 
surfc(xi, yi ,211) 

xlabel(' Xx'),ylabel(' Y'),zlabell( 2') 


fiagure(3) 

z2 =interp2 (XYyz, Xi yi'); 

全 设 工业 全 必 训 并 凡生 , 包 作 名 ) 
xlabel('x'),ylabel('Y'),zlabel(' 2'") 


fiqgure(d) 

Zz31i =interpa(x,y ,2,xiyi, oubic '); 
Surfeltxi vi, 231) 

xlabel(' ¥X'),ylabel( Y'),zlabsl( 2') 

# 分 别 作出 以 上 三 种 插值 后 的 等 高 线 图 

figqure(s) 

subBlot(1 .3,1),conEour(xi,yi,21i,10, £ ); 
subplot(1,3,2),contour(xi,yi,z2i,10, r ); 


subplot(1,3,3) ,contour(xi,yi,2z31i,10, r'): 


所 得 图 形 见 图 18-6-~ 图 18--10， 


图 1I8-6 原始 数据 山区 表面 图 图 18-7 最 近邻 点 插值 山区 表面 图 
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18.2 用 MATLAB 解 持 值 问题 .311 ， 


图 18-8 双 线 性 插值 山区 表面 图 


图 18 -10 三 种 擂 值 睹 的 等 高 线 图 


从 以 上 图 形 可 以 比较 出 三 种 插值 法 的 效果 . 

2. 捅 值 基点 为 散乱 节点 

问题 ;已 知 n 个 节 襄 5(,7455) (f=1,2.0 i) , 求 点 (x" ,y" )( 关 (x,,y,)) 处 的 插值 2". 

对 上 述 问 题 ,MATLAB 中 提供 了 插值 函数 griddata .其 格式 为 ， 

Cz=0riddata(x yz,cC,.cey, method') 

其 中 x,y \z 均 是 n 维 向 量 , 指 明 所 给 数据 点 的 横 坐 标 , 纵 坐 标 和 竖 华 标 . 向 量 ex ,cy 是 给 定 的 
网 格 点 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 , 指 明 函 数 cz =griddata(x,y,z,cx,cy, method') 返 回 在 网 格 
(cxycy) 处 的 函数 值 .cx 与 cy 应 是 方向 不 同 的 向 量 , 即 一 个 是 行 向 量 ; 另 一 个 是 列 向 量 ， 

Methog 为 可 选 参数 ,可 从 以 下 四 个 值 中 任 选 一 个 : 

s nearest 一 一 最 近 郭 点 插值 
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es 1inear 一 一 线性 插值 

." Cubic 三 次 插值 

a vd 一 一 MATLAB 中 所 提供 的 插值 方法 

' linear 是 缺 省 值 . 

擂 值 函数 eolseEi 和 @01sff 

针对 散乱 基点 的 二 维 插 值 问题 ,MaTLaAB 还 提供 了 基于 修正 的 Shepherd 插值 法 的 函数 
eDlsef 和 ee01sff. 这 两 个 函数 必须 同时 使 用 .首先 使 用 e01sef 求 出 参数 rnw 和 fnodes， 
再 将 它们 用 于 函数 e018Ef 中 , 求 得 插值 点 的 坐标 . 

图 数 的 格式 如 下 : 


[ fnodaes,mirnaqg , 工 nWw,TnG,IEailL] =e0lsef(x.y,z) 


[cz2{(1i,j),ifail] =E01SEETXY ,ZEOW,Enodes cx(iy ,ev 本 7 ) 
其 中 x,y ,z 均 是 n 维 向 量 , 指 明 所 给 数据 点 的 横 坐 标 、 纵 坐标 和 竖 坐 标 , 向 量 ex,ey 是 给 定 的 
网 格 点 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 ,cz 是 矩阵 ,其 行 数 和 列 数 分 别 等 于 cx 和 cy 的 维 数 . 函数 e01sff 
求 出 一 个 插值 点 (cx(i) ,cy(jj)) 所 对 应 的 函数 值 cz(i,j). 
例 5 在 某 海域 测 得 一 些 点 (*,y) 处 的 水 深 z 由 下 表 给 出 ,在 矩形 区 域 (75 ,200) x ( -50,150) 内 


画 出 海底 曲面 的 图 形 . 
| 


[pe em ess 
sles a ms lss ms sll 
Inoanannaaaaa 


解 ” 该 问题 的 M 文件 hal ,m 如 下 ， 
4 数据 输入 
x=[129 140 103 .5 88 185.5 195 105.5 157.5 107.5 77 81 162 162 117.5]; 
y=[7.5141 .523 147 22.5 137 .5 85.5 
=65 -81 356,5 -66.5 84 -33.5]; | 
z=[=4 = 日 =5 =B = -8 -8H -39 
-9 -8 -8 -9 =4 -9]; 
$ 插值 
cx =75:0.5:200. 
CY = -70:0 .5:150: 
cz =aqriddata(xy ,Zcx,cy cubic ); | 
s 作 表 面 图 区 
meshz( cx,cy .cz) Es 


18 -11 是 插值 后 作出 的 海底 曲面 图 . 


图 18 一 11 
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18.3 数据 拟 合 


曲线 拟 合 问题 是 措 : 已 知 平面 上 个 点 (xy ,i =1,2,…,n,%, 互 不 相同 . 寻求 医 数 A(x) ,使 
乓 2 在 某 种 准则 下 与 所 有 数据 点 最 为 接近 . 即 曲 线 掀 合 得 最 好 . 
线性 最 小 二 乘法 是 解闷 由 线 拟 合 最 常用 的 方法 ,其 基本 思路 是 , 令 
Ax) = orta) 十 让 or ti) + + a re,{(*) (1) 
其 中 m(z) 是 事先 选 定 的 一 组 函数 ,ea 是 待定 系数 (k=1,2,… ,mm,m <n). 寻求 a ,0,,"… ,a 使 
(2 1) 最 小 , 称 为 最 小 二 乘 准 则 . 这 种 掀 合 方法 称 为 线性 最 小 二 乘 拟 合 ,其 纤 时 为 
Ha ,dn) = 2 Lf) -Yi (2) 


18.3.1 系数 a 的 确定 


为 求 @aa 06 使】 达到 最 小 ,只 项 利用 极 值 的 必要 条 件 2. =0E=1T:… 严 ) ,得 到 关于 
Cd 的 线性 方程 组 


2 r(x )| > :和 y | = 人 OD 


2 | 3 ar (x 一 y | = 人 洛 
线性 最 小 二 乘 拟 合 可 由 解 超 定 方程 : 


RRA =Ry (3) 
来 求 得 . 其 中 
rte) rae) rt Xi ) 
R= Ge Cm ws ra) 
rx) rd) reD) 


性 =(a ya ) ， J = (yy 
当 {m fs ,…… ,T(x* 镍 线性 无 关 时 ,KR'R 可 道 ,方程 组 (3) 有 唯一 解 . 在 MRTLAB 中 ,此 解 为 : 
但 = 下 中 


18.3.2 r(x) Ed xz) 的 选取 


面 对 一 组 数据 (x,,Y,) ,=1,2,…,a, 用 线性 最 小 二 乘法 作曲 线 拟 合 时 ,关键 是 愉 当 地 选取 
rw) r(x) ,TA(%). 如 能 通过 和 机理 分 析 , 知 道 y 与 4 之 阅 应 该 有 什么 样 的 函数 关系 , 则 1,(%)， 
ra (x) T(x) 就 容易 确定 , 着 无 法 知道 y 与 x 之 间 的 关系 ,通常 可 以 将 数据 作 图 ,直观 地 判断 
应 该 用 什么 样 的 曲线 去 作 拟 合 ,常用 的 曲线 有 直线 、 多 项 式 、 双 曲线 .指数 曲线 等 . 实际 操作 中 可 
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以 在 直观 判断 的 基础 上 , 选 几 种 曲线 从 别 作 拟 合 ,然后 比较 ,看 哪 条 曲线 的 最 小 二 乘 指 标 了 最 小 . 
特别 地 ,各 邻 


Fx) = dr + Qs" + {44) 


则 线性 最 小 二 和 匀 扳 合 称 为 多 项 式 扳 合 . 
18.3.3 多项式 所 合 
已 设 有 已 知 数 据 (x,yY,)(i=0,1,2,,m). 现 求 作 一 候 不 超过 mm >m) 次 的 志 项 式 


ps (x) = > aix5 使 得 > [7 -gp,(*,)]? 取 最 小 , 亦 即 


2 [7 po (5) 
取 最 小 . 
不 难看 出 ,以 上 多 项 式 最 小 二 乘 拟 合 问题 就 是 求解 大 于 a (=0,1,2,…,m) 的 超 定 方程 组 
和 — (i =0,1 ,2 ,mim > n) (6) 


的 最 小 二 来 解 问题 . 
把 a 当 作 变量 ,上 述 方 牺 组 的 答 阵 法 记 为 


1 卫 ， mL 
站 是 必 史 丰 i Yn 
| 时 下 
| | I | | 
1 2 | 9 [ 
并 由 第 轴 :人 T+ 下 款 


这 是 一 个 超 定 方程 组 , 根据 定理 1, 它 所 对 应 的 正规 方程 组 为 
+] > x Sa “ 和 pp 
3 


.= < 一 由 t = 由 t= 二 让 人 E 三 和 0 


Mm m 四 m 

n n+l 下 十 卫 立 必 中 
pe > > 轩 直 > > 
r= 中 l= 人 0 l= [三 向 好 4 i= 中 


1C Ss, 加 > 一 了 二 Ul Usd a 上 述 方 程 组 可 改写 为 
1 下 全 1 三 心 


n+] 1 f (7) 


S$, Si 1 Ss,dlad Li 
通过 解 正规 方程 组 (7) 便 可 解 出 a;, 从 而 确定 出 拟 合 多 项 式 g, (x). 
多 项 式 氢 合 的 一 般 方法 可 归纳 为 ， 
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13.3 数据 拟 合 * 313 ， 


(1) 根据 有 具体 问题 ,确定 拟 合 多 项 式 的 次 数 mn 
(2) 肌 公式 所 人 = 2 = 0,1.2,…,2n3r = 0,1,2,…,n) ,计算 出 3 与 扬 : 


(3) 写 出 正规 方程 组 (71 式 ; 
“4) 解 正规 方 积 组 ; 求 出 Tk =0 ,1 RT ;7 ) $ 


中 


‘5) 写 出 拟 合 多 项 式 pkx) = Dotx ， 


= 省 


例 1 测 得 铀 导线 在 温度 为 了 时 的 电阻 总 如 下 表 , 求 电阻 总 与 温度 了 的 关系 . 


解 ” 描 点 作 革 图 {图 18 -12). 


一 阶 线性 氟 合 


76 76 之 
15 20 25 30 35 4 和 45 50 I5 20 25 30 35 和 4 $0 
i 
图 18 一 12 图 18 -13 


由 图 18 -13 可 见 测 得 的 数据 接近 一 条 直线 ,因而 可 取 n=1. 计算 5,,t,, 可 借助 于 下 表 : 


| 


364. 31 76., 30 E47. 33 
25. QO0 737., $0 1 945. 00 


全 
+ bh 


2 385, 43 
1 2086. O00 80. $0 2 90%. $0 


3, D0 3 783. 89 
之 二， 9 325, 83 S566. SOQ 20 O29. 45 


$0 等 于 市 所 数据 , 即 $, =7, 所 以 正规 方程 组 为 : 


全 
| 
从 | 安 | 册 
| 
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宁 !8 草 岳 什 与 拟 人 台 
? 243.3 在 566. 530 
| 24s.3 9 325. s3|| | - [20 029. 而 | 


解 方程 组 ,得 
an = 70.5312 3, a, = 0.290]1 5 
故 电阻 与 了 温度 的 关系 可 表示 为 : 
R= 70.572 3 +0.2901 57 
所 得 曲线 与 原 数据 的 吻合 情况 如 图 18 - 13 所 示 ( 图 中 直线 为 拟 合 曲线 y=?0. 5732 3 +0. 291 5x). 
例 2 已 知 一 组 实验 数据 如 于 表 所 示 , 试 用 最 小 二 习 法 求 它 的 二 次 多 项 式 拟 合 曲线 ， 


EE ww 
l D017 要 到 317 1 0235 
因 证 点 数 为 9, 故 3 =9, 得 正规 方程 组 : 
9 5 381 十 m 32 
KE 381 so | 。 -| | 
381 3017 25317 儿 oj] L1025 


解 此 方程 ,得 
a = 13.4597, a, =-3.605 3, a, = 0.2676€ 


故 所 求 拟 合 多 项 式 为 ; 
px) = 13,.4597 -3.605 3x +0.267 6x’ 


Pa(*) 与 原始 数据 的 拟 合 情况 如 图 18 -14 所 示 ( 图 中 光滑 曲线 为 p(x)). 
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t8.4 用 MaATILAE 解 曲 线 拟 合 问题 . 317 ， 


二 防 笋 项 式 拟 合 


18.4 用 MATLAB 解 曲 线 拟 合 问题 


18.4.1 绪 性 最 小 二 乘 拟 合 
在 MATLAB 的 线性 最 小 二 莱 拟 合 中 ,用 得 较 多 的 是 多 项 式 拟 合 ,其 合 令 为 : 


A=polyfit(tx,y,m) 
其 中 率 = (x ) =) 
多 项 式 在 x 处 的 值 y 可 用 以 下 命令 计算 ，; 
y =polyval(h,x) 
例 1 对 下 面 一 组 数据 作 二 次 多 项 式 拟 合 ; 


即 和 要 求 出 二 次 针 项 式 了 fx) =gx + ax + 中 的 起 = (a ,5 ,03) :使 得 > [fix,) -7 最小. 
解 (1) 用 解 超 定 方程 的 方法 . 此 时 ， 


输入 以 下 命令 : 
X=0 0 .1 1， 
y= -0.4471.978 3.28 6.167.08 7.34 7,.66 9.56 9.48 9.30 11.2|1; 
R=[{x. 2} x ones{1l1,1)|; 
A=RYY 
计算 结果: 
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乌 一 
-9.8108 
20 .1293 
-0.0317 
(2) 用 多 项 式 拟人 的 命令 
输入 以 下 命令 ， 
x=0:0.1:1; 


v=[ -0.447 1.9783.28 6.167.08 7.347.66 3.56 9.48 9.30 11 .2 |]; 
Le i a 
z =polyval(tA,x); 
Plot{xy, K+ ,XxX,Z, rr) 作出 数据 点 和 所 全 曲线 的 图 形 
计算 绍 上 来 : 
钙 二 
_9.8108 
20 .1293 
-0.0317 
风 图 18 一 15， 


ol do00d 0 O60 0800 | 


图 1%8 一 15 


13.4.2 非 线性 最 小 二 乘 拟 合 


在 最 小 二 乘 拟 合 中 , 若 要 寻求 的 丽 数 上 扩 *) 是 任意 的 非 线 性 困 数 , 则 称 为 非 线性 最 小 二 磁 拟 
合 .MATLAB 6 .3 的 优化 工具 箱 中 提供 了 两 个 求 非 线性 最 小 二 乘 拟 合 的 晒 数 :1saqcurvetit 和 
l1sqnonlin .使 用 这 两 个 命令 时 ,部 要 先 建 立 M -文件 fun.m, 在 其 中 定义 国 数 庆 *) ,但 它们 定 
兰 所 xz) 的 方式 是 不 同 的 . 

] . lsgqcurveflit 

妾 已 知 xdate = (xdata ,xdata, ,Xdata, ) Yatn = (ydata, ,ydatoe, ,Ydata, ) ,1 SdCuUrve- 
fit 用 以 求 含 参量 2 向 量 ) 的 向 草 值 两 数 

F(x,xdata) = (F{x,xdato ) F(X,adata,)) 
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18.4 用 MATLAB 解 曲线 氟 合 问题 - 319 ， 


中 的 参 变 量 x( 同 量 ) ,使 得 


> (Flx,xdata,) -ydata,)” 最 小 


1=] 

输入 格式 为 : 

1) x=lsqcurvefit{ fun ,x0 ,xdata,ydata); 

2) x=lsgqcurvefit( fun ,x0 ,xdata,vydata,optionsy}; 

3) x=1lsqcurvefit( fun',x0 ,xdata,ydata,options, grad ) ; 

4) [x, optiongs| =lsgcurvefit( fun ,x0 ,xdata,ydata,): 

Sy [x, opLions,funval] = lsqcurvefit ( fun ,x0 ,xdata,ydata,-.); 

56) [x, options,funval, Jacob| =lsgcurvefit { fun ,x0 ,xdata,ydata,..}; 

输出 目标 负数 值 格式 : 

f =fun (x,xdata) 

其 中 x0 为 选 代 的 初 伍 ,options 见 第 5 剖 表 5 -1.， 

注 :lsqcurvefit 对 应 着 MATLAB 5.3 中 的 隔 数 curvefit, 卓 前 curvefit 在 MAT- 
LAB6 .3 中 暂时 还 能 使 用 ,但 将 来 会 移 去 . 

,lsaqnonlin 

设 已 知 xdata = (xdata, ,xdata, ,xdata, ) ,vdata = (ydata, ydaia ,Ydata, }, 1 sqnonlin 
用 以 求 合 参量 区 向 重 )? 的 向 量 值 画 数 . 

Fx) = f(x) Ptz) ,f(x))" 中 的 参量 x, 使 得 

FJ(z)JFz) = f(r) + f(x) + r+,《x) 最 小 

其 中 六 (Cx) =Fx ,rdata, ,Ydata ) = F(x, xdata,) -ydata, 

输 人 格式 为 

1) x=lsgnonlin( fun ,x0).; 

2} x=lsgnonlin( fun ' ,x0 ,options); 

3}) x=1lsgqnonlin( fun',x0 ,options, grad ); 


4)[x,options|] = lsqnonlint( fun ,x0,"); 


5) [x,opticons,funval] = lsgqnonlin( fun ,x0,):; 

注 :Isanenlin 对 应 着 MATLAB 5 .3 中 的 函数 lJeastsq. 目 前 leastsq 在 MATLARB 6.3 
中 暂时 还 能 使 用 ,但 将 来 会 移 去 ， 

例 2 用 下 面 一 组 数据 拟 合 函数 ef 区 =a +be “中 的 参数 a ,8,. 


解 ”该 回 题 即 解 最 优化 问题 ， 


min Fla,b,k)y = > [a+t+be™™™ = 
了 二 


(1) 用 命令 1sgcurvefit .此 时 
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Flx,tdata) = (a + he oe a + he or r= {a,b,k) 
1) 编写 开 文 件 curvefunl .m 
function f =curvefuniix,tdata) 
f =x{ti} +x{2) * exp{t -00.02 *XxX(3)} tdata Ss HH 中 x(1}) =a;, x(2) =p;yx(3) =k; 
2) 主 程序 fzxecl .mm 如 下 : 


rdata =100:;100 :1000 
cdata =le -03w* [4.54,4.99,5.35,5.65,5.90,6.10,6.26,6.39,6.50, 


6 ,593 ] ; 
x =[0.2,0.05,0 .051; 
x=lsgqcurvefit{ curvefunl ,x0 ,tdata,cdata) 
f =curvefunl(x,tdata) 
3) 运行 主 程序 ,得 结果 为 : 
ff = 
Columns 1 through 6 
QO0043 O00S51 O08 .UNS O00 0.0062 
COolumns 7 through i10 
日 OVG2 D0063 O0063 DO.0063 
X= .0063 -0 .0034 0.2742 
即 拟 合 得 a =0.006 3, 5= -0.0034, 天 =0254 2 
(2) 用 途 令 lsgnonlin .此 时 
zy =f x,tdata,cdoda) = (og tbe es 0+be 
x ={ab,k’ 
1) 编写 MH 净 忻 curvefun2 .m 
function f =curvefun2(x) 
tdata =100:100:1000; 
caata =le -03#[4.54,4.99,5.35,5 .65,5.90,6.10,6.26,6.39,6.50,6.59]: 
f =cdata —- x{(1)Y x(2) * exp( 0O.02 * x{3) x*tdata) 
2) 主 程序 fzxec2 .m 如下: 
0 |D S00 0031 


x =1SsGnonlinft curvefun2 ,x0) 


一 遇 2 | 


T 
= 


f =curvefun2t{x} 
3 ) 运行 主 程序 得 结果 为 : 
种 二 
硅 .D 呈 一 总 口 3 机 
COLumns 1 through 8 
O2322 -0.1243 -0.2435 -0.2413 -0.1668 -uu.0724 
Columns 7 through 10 
D0 .0241 Wallos Ua0al D279 
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IT 


区 一 总 .V063 -0.0034 0.2542 

可 以 看 出 ,两 个 命令 的 计算 结果 是 相同 的 . 

请 通过 此 例 体 会 1sqgcurfit 和 lsqnonlin 两 个 喇 数 作曲 线 拟 合 时 , 肌 M 文件 定义 阴 数 
方法 的 不 同 之 处 .函数 curvefun2 的 里 变量 是 xX,cdata 和 tdata 是 已 项 谷 数 ,大 应 将 cdata 和 
tdata 的 慎 写 在 curvefun2 .m 中 ， 

例 3 给 药方 案 制定 问题 " :-- 种 新 药 用 于 临床 之 前 ,必须 设计 给 药方 案 . 在 快速 静脉 注射 
的 给 药方 式 下 ,所谓 给 药方 案 是 指 :每 次 注射 计量 多 大 ,间隔 时 间 多 长 . 

药物 进入 机 体 后 血液 输送 到 全 壬 ,在 这 个 过 程 中 不 断 地 被 吸收 .分布 .代谢 ,最 终 排 出 体外 ， 
药物 在 血液 中 的 深度, 邑 单 位 体积 血液 中 的 药物 含量 , 称 为 血 药 浓 度 . 在 最 简单 的 一 室 模 型 中 ,将 
整个 机 体 看 作 一 个 房 室 , 称 中 心室 ,室内 血 药 浓度 是 均匀 的 . 快速 静脉 注射 后 ,浓度 立 即 上 升 ; 然 
后 迅速 下 降 . 当 浓 度 太 低 时 , 达 不 到 预期 的 治疗 效果 ; 当 浓 度 太 高 ,又 可 能 导致 药物 中 毒 或 副作用 
太 强 . 临床 上 ,每 种 药物 有 一 个 最 小 有 效 深 度 ce 和 一 个 最 大 有 将 浓 度 c. 设计 给 药方 案 时 ,要 使 
血 药 浓度 保持 在 ec ~ c, 之 间 . 本 题 朗 =10 gr mle =25 He ml 

通过 实验 ,对 某 和 用 快速 静脉 注射 方式 一 次 注 人 该 药物 300 mg 后 ,在 一 定时 刻 其 h) 采 集 血 
药 , 测 得 血 药 浓度 ce( pgAml) 如 下 表 : 


D. 25 0. 3 上 1, 5 3 


4 | 6 
解 问题 分 析 : 要 设计 给 药方 案 ,必须 知道 给 药 后 血 药 浓度 随时 章 变 化 的 规律 . 


图 18 -16 


在 半 对 数 坐 标 中 做 出 上 与 = 的 关系 图 网 图 18 - 16. 此 图 说 明 血 药 浓 度数 据 符 合 负 指 煞 性 化 
规律 . 

(1) 求 血 药 浓度 变化 规律 

假设 : 

[1] 机 体 看 作 一 个 房 室 ,室内 血 药 浓度 均 习 一 一 一 室 模 型 . 

[21 药物 排除 速率 与 血 药 浓 虐 成 正比 ,比例 系数 有 ( >0). 

[3] 血液 容积 为 v, 1 =0 时 注射 剂量 为 4, 则 +=0 血 药 沪 度 为 d/ 

由 假设 [2] 得 : 
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de 
A = — ke 
由 很 侵 L3] 得 : 
CD) = dy 
解 微 分 方程 : 
de 
je 一 ke 
e000} = dy 
得 
ctt) = Lt 


到 
在 此 ,d=300 mg,t 太 尽 与 在 某 些 点 处 的 倡 见 前 表 , 下 面 通过 拟 合 求 出 参数 下 .> 
方法 一 ”用 线性 最 小 二 乘 拟 合 
1 ) 先 将 非 线 性 娟 数 转化 为 线性 函数 ， 


cfi) = a = ln{ dA/p) — kt y = gat+a, 
四 一 


y = lnc,a, = 一 下 Ga = lnt dw) 下 二 一 下 省 二 好 


2) 青 编写 文件 1ihel .m 如 下 : 
=300; 
t=[0.25 0,511.523468]: 
c=[19.21 18.15 15.36 14.1012.89 9.327.45 5.243.01]; 
y =]0og(c):; 
A =pPOlYfit(tt,y,l) 
ks = 
Vv =/xp(al2)) 
计算 得 结果 :k=0.234 7(1/h) ,v=15.02(L). 
方法 二 用 非 线性 最 小 二 乘 拟 合 c( 由 一 一 用 lsqcurvefit 胃 数 
1) 由 用 MM 交 御 curvefun3.m 丰 尽数 
function 二 =curvefun3(x,tdata) 
并 =300 
f =(x{(1) ‘dd}) #* exp( -x(2)}* tdata) 
$$ XxX(1) =vix(2)} = 其 
2) 和 冉 编写 主 程序 1ihe2 .m 如 下 
Clear 
tdata=[0.250.511.523468|]; 
cdata =119.21 18.15 15.36 14.10 12.89 9.32 7.45 5.24 3.01 |]; 
区 们 =[10,0 .5 |; 
x=lsgqcurvefit( curvefun3 ,x0 ,tdata,cdata); 


f =curvefun3{(tx,tdata) 
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基 
计算 得 结果 ;=0.242 0(1Ah} ,v=14.82t 2(L). 
两 种 方法 拟 合 遍 得 结果 很 接近 ， 
(2) 制定 给 药方 案 
假设 : 
[1] 设 每 次 注射 剂量 也 , 间隔 时 间 ， 
12] 血 药 浓 订 ef 应 所 cf 昌之 es， 
[3] 初次 刑 量 BB, 应 加 大 . 
给 药方 案 记 为 :1D,,D,7| , 则 ， 
1) 已 =v,D=vuc, -ce,) 
-和 ] ， £2 
ae ee 
将 c=10,c, =25,k=0.2347,vz=15.02 代入 {1)、(2) 计 算得 . 
有 
故 可 制定 给 药方 案 : 
D, = 313 mgsD = 225 mg,T =4h 
即 首次 注射 375 mg ,其余 每 次 注射 225 mg ,注射 的 间隔 时 间 为 4h. 


18.5 建 模 案例 ;水 塔 流量 的 估计 


18.5.1 问题 的 提出 


菜 居 民 区 有 一 供 居 民用 水 的 圆柱 形 水 塔 ,一 般 可 以 通过 测量 其 水 位 来 估计 水 的 流量 , 但 面临 
的 困难 是 , 当 水 塔 水 位 下 降 到 设 定 的 最 低 水 位 时 ,水泵 自动 让 动向 水 塔 供水 ,到 设 定 的 最 高 水 位 
时 停止 供水 ,这 段 时 间 无 法 测量 水 塔 的 水 位 和 水 泵 的 供水 量 . 通常 水 泵 每 天 供水 一 两 次 ,每 次 的 
2 h. 
水 塔 是 一 个 高 为 12.2 m, 直 径 为 17.4 m 的 下 圆柱 . 按照 设计 ,水 塔 水 位 降 至 约 8.2 m 时 ,水 
去 上 自动 启动 ,水 亿 升 到 约 10.8 m 时 水 录 停 止 工作 . 
表 18 -1 是 某 一 天 的 水 位 测量 记录 (符号 "AA 表示 水 公司 动 ) , 试 估 计 任 何 时 刻 ( 包 括 术 有 泵 
正 供 水 时 ) 从 水 塔 流出 的 水 流量 ,及 一 天 的 总 用 水 量 . 
表 放 -1 水 位 调 量 记录 
时 刻 (h) 
水 位 (em) 


Rm) | 7 | 7 imo | mr | 5 | mm | ors 
TI 
kt | 0 | om | nm | 7 | 7 | io lioms|ios| 
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18.S.2 问题 的 分 析 


流量 是 单位 时 间 流 出 的 水 的 体积 ,由 于 水 塔 是 正 圆 柱 形 , 横 截面 积 是 常数 ,在 水 泵 不 工作 的 
时 段 , 流 量 很 容 邹 从 水 位 对 时 间 的 变化 举 算 出 ,问题 是 如 何 倍 计 水 录 供 水 时 段 的 流量 ， 

水 人 录 供 水 时 段 的 流量 只 能 车 供水 时 段 朋 后 的 流量 拟 合 得 到 ,作为 用 于 氟 合 的 原始 数据 ,我 们 
种 望 水 泵 不 工作 的 时 段 的 流 昔 越 准 博 越 好 . 这 些 流 旺 太 体 上 可 由 两 种 方法 计算 ,一 是 再 接 对 表 
18 -1] 中 的 水 位 用 数值 微分 算出 各 时 段 的 流 昌 .用 人 它们 氢 合 其 他 时 刻 或 入 经 时 间 的 流量 ;二 是 先 
用 表 中 数据 氢 合 水 位 ~ 时 间 昂 数 , 求 姓 数 即 可 得 到 连 比 时间 的 流量 . 一般 来 说 数值 微分 的 精度 不 
高 , 何 袍 测量 记录 还 是 不 等 距 的 , 数 但 微分 的 计算 尤其 麻烦 ,下面 我 们 册 第 二 种 方法 处 理 , 

有 了 任何 时 刻 的 流量 ,就 不 难 计 算 一 大 的 总 用 水 量 . 其 实 , 水 有 泵 不 十 作 时 段 的 用 水 基 吕 以 由 
测量 记录 了 征 楼 得 到 ,如 由 表 18~1 吕 知 从 t= 人 0 到 1=8.97(h) 水 位 下 降 了 了 968 -822 =146( cm)， 
匀 以 水 培 的 截面 积 就 是 这 一 时 段 的 用 水 量 . 这 个 数 俱 可 以 用 来 检验 拟 合 的 结 末 . 


18.5.3 模型 假设 


1. 流量 内 取决 于 水 位 差 ,与 水 位 本 身 无 关 , 按照 Torricelli 定律 从 小 筷 流 出 的 流体 的 流速 上 上 
比 于 术 面 高 度 的 平方 根 , 驯 日 给 出 水 塔 的 最 低 和 最 高 水 位 分 别 吓 8.2 m 和 10.8 m( 设 出 口 的 水 
位 为 零 ) ,因为 v1I0.878.2 =1.15= 1 ,所 以 可 忽略 水 位 对 流速 的 影响 ， 

2， 水 术 融 1 次 供水 时 段 为 =9 到 E=1lbh ,第 2 深 供 水 时 段 为 :=20.8 到 t=23(h). 这 和 是 
根据 最 低 和 最 高 水 位 分 别 是 8.2m 和 10.8 虽 ,及 表 18-1 的 水 位 测量 记录 作出 的 息 设 ,其 中 前 3 
个 时 刻 直 接 取 上 月 实测 数据 (精确 到 10. 1 h) ,最 后 1 个 时 刘 来 自 每 庆 慌 水 约 两 小 时 的 已 刊 条 件 ( 从 
记录 看 ,第 2 次 供水 时 段 应 在 有 记录 的 22.96p 之 后 不 义 结束 ). 

3. 水 孙 工 作 时 单位 时 向 的 供水 量 太 致 是 常数 ,此 常数 太 于 单位 时 间 的 平均 流量 . 

4， 流 量 是 (对 时 间 的 ) 连 续 了 昂 数 . 

5. 流量 与 水 如是 否 工 作 无 关 . 

6. 由 于 水 塔 截 面积 是 常数 5=17.4 Tv/4 =237.8(m ) ,为 简单 起 见 , 计 算 中 将 流量 定义 为 单 
位 时 间 流 出 的 水 的 高 度 , 妈 水 位 对 时 间 变 化 率 的 绝对 全 (水 位 是 下 降 的 ) ,最 后 给 出 结果 时 再 飞 
以 5 即 可 . 


ti8.s.4 流量 估计 


1， 拟 合 水 位 ~ 时 间 印 数 

从 表 18 -1 测量 记录 看 ,一 天 有 两 个 殿 水 时 段 ( 以 下 称 第 1 殿 水 时 段 和 第 2 供水 时 段 ), 和 3 
个 水 桶 不 工作 时 段 ( 以 下 称 第 1 时 段 上 =0 到 上 =8.97, 第 2 次 时 段 上 =10.95 到 5 上 =20.84 和 第 3 时 
段 1:=23 以 后 ). 对 第 1.2 时 段 的 测量 数据 直接 分 别 作 允 项 式 扳 合 ,得 到 水 信函 数 . 为 使 报 合 曲 线 
比较 范 滑 ,和 多项式 次 数 不 要 赤 高 ,一 般 在 3 -~6. 由 于 第 3 时 段 只 有 3 个 测量 记录 ,无 法 对 这 一 时 
段 的 水 位 作出 较 好 的 氢 合 . 

2. 福 定 流量 ~ 时间 落 数 

对 于 第 1 .2 时 有 段 愉 需 将 水 位 好 数 求 导数 即 可 ,对 于 两 个 供水 时 段 的 流量 , 则 乃 供 水 时 段 前 后 
(水 稍 不 :1 作 时 段 ) 的 流量 拟 侣 得 到 ,并 下 将 氢 合 得 到 的 第 2 供水 时 段 流 量 外 推 , 将 第 3 时 段 流 
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量 包 含 在 第 2 供水 时 段 内 . 

3, 一 天 总 用 水 量 的 估计 

总 用 水 量 等 于 两 个 水 条 不 工作 时 段 和 两 个 供求 时段 用 水 量 之 和 ,它们 都 可 以 由 流量 对 时 提 
的 积分 得 到 . 


18.5.5 算法 设计 与 编程 


1. 拟 合 第 1.2 时 段 的 水 位 ,并 导出 流量 
设 1, 上 为 已 输入 的 时 刻 和 水 位 测量 记录 (水 穴 启 动 的 4 个 时 刻 椒 输入 ) ,第 1 时 段 各 时 刻 的 
流量 可 由 如 下 程序 代码 得 到 : 
cl =polyfit{t(1 :1i0) ,ht1l1:10),3); 
% 用 3 次 多 项 式 拟 合 第 1 时 段 水 位 ,cl 输出 3 次 密 项 式 的 系数 
al =polyder(cl ) ; % al 输出 多项式 (系数 为 c1) 导 数 的 系数 
tpiI = 已 二; 
xl = -Polyvaltal ,tpl): 
# xl 输出 才 项 式 { 系数 为 a1} 在 tpl 点 的 函数 值 ( 取 人 负 后 变 为 正 值 }, 即 tpl 时 刻 的 流 基 
类 候 地 ,可 计算 第 2 时 段 各 时 刻 的 流 昌 . 
2 所 合 供水 时 段 的 流量 
在 第 1 供水 时 段 (t =9 ~11) 之 前 ( 即 第 1 时 段 ) 和 之 后 { 即 第 过 时段) 各 取 几 点 ,其 流量 已 经 得 到 ， 
用 它们 拟 合 第 1 供水 时 段 的 流量 , 为 使 流量 消 数 在 :=9 和 4!=1] 连续 ,我 们 简单 地 只 到 4 个 点 , 拟 合 3 
次 多 项 式 ( 妈 曲线 必 过 这 4 个 点 ) ,实现 如 下 : 
xxl = polvyval(al,[8 3|]); # 取 第 研 时 段 在 t =8,9 的 流量 
xx2 = -polyval(a2,[il 12 |]); gs 取 第 2 时 段 在 + =11 ,12 的 流量 
XX1L2 =| XXL xx2 ] ; 
C12 =polyfit([8 9 11 12|,xx12,3); gs 氢 合 3 次 儿 项 式 
thl2 =9:0 .1 :11.; 
X12 =polyval( cl2 ,tpl2); gs x12 输出 第 1 供水 时 段 各 时 刻 的 流量 
在 第 2 供水 时 段 之 前 取 上 =20,20.8 两 点 的 流水 量 ,在 说 时 刻 之 后 (第 3 时段 } 仅 有 3 个 水 位 记录 ， 
我 们 用 差分 得 到 流量 ,然后 用 这 4 个 数值 拟 合 第 2 供水 时 段 的 流量 如 下 : 


dt3 = diff(t{22:24)); # 最后 3 个 时 刻 的 两 两 之 差 
dh3 = diff(h{22 :24)); 最 后 3 个 水 位 的 两 两 之 差 
dnt3 = -dh3 .dt3; 全 上 23237 和 tt237 的 流量 


t3 =[20 20.8 t(22) t(23)|]; 
xx3 =[ -polyval(a2,t3(1 沦 ) ,Ght3)]; % 取 t3 各 时 刻 的 流量 


C3 =polyfit{(t3 ,xx3 3 11 二 拟 合 3 次 针 项 式 

t3 =20 .8:0 ,1:24; 

x3 =polyvallc3 ,tp3): * x3 输出 第 2 供水 时 段 (外 推 至 + =24) 和 者 时 刻 的 流 
呈 


3, 一 天 总 用 水 量 的 估计 
第 1 .2 时 段 和 第 1 .2 供水 时 段 流 量 的 积分 之 和 ,就 是 一 天 总 用 水 量 . 虽然 庄 时 段 的 流量 已 表 为 多 
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项 起 茹 数 , 积 分 可 以 解析 地 算出 ,这 里 仍 用 数值 积分 计算 如 下 : 


Y =0 .1 * trapz( xl ); s 第 1 时 段 用 水 且 { 仍 按 高 度 计 ) ,0 .1 为 积分 步 长 
Y2 =0 .1 * trapz{tx2}); 和 第 2 时 段 用 水 量 

Y12 =0 .1 *trapz{x12 ); 第 1 供水 时 段 用 水 其 

Y3 =0.1 *trapz(x3); $$ 第 2 供水 时 段 用 水 其 


¥ = Yl +Yy2 tyl2 +Y3)*237 .8 和 9.01; 名 -天 总 用 水 量 
4. 流量 及 总 用 水 量 的 检验 
计算 出 的 各 时 刻 的 流量 可 用 水 位 记录 的 数值 微分 来 检验 . 用 水 量 y, 可 用 第 ! 时 段 水 位 测量 记录 
中 下 降 高 度 968 -822 = 146 有 末 检 验 ,类似 地 ,六 用 1082 -822 =260 检验 . 
供水 时 段 流 量 的 一 种 榨 验 方法 如 下 :供水 时 段 的 用 水 量 加 上 水 位 上 升值 260 是 该 时 段 和 于 人 的 水 
量 ,了 以 时 段 长 度 得 到 水 泵 的 功率 (单位 时 间 录 人 的 水 量 ) ,而 两 个 供水 时 段 水 到 的 功率 应 大 致 相等 . 
第 12 时段 水 泵 的 功率 可 计算 如 下 : 


Pl ={Y,, +260)/2; $$ 第 1 殿 水 时 段 水 如 的 功率 (水量 伟 以 高 度 计 ) 
tp2 =20.8:0 .1 :23， 
xp2 polyval(c3 ,tp2). s xp2 输出 第 2 供水 时 段 各 时 刻 的 流 量 


bp2 = (0.1 *# trapz(x3} +260)/2 .2， $ 第 2 供水 时 段 水 泵 的 功率 (水 量 仍 以 高 度 计 ) 
18.5.6 计算 结果 


从 上 上 而 的 分 析 和 算法 设计 过 程 看 ,计算 结果 与 各 时 有 段 所 用 拟 合 的 多 项 式 的 次 数 有 关 , 下 面具 给 出 
拟 合 第 1.2 时段 水 位 隙 数 时 ,采用 不 同 次 数 的 多 项 式 所 得 流量 及 总 用 水 星 的 结果 . 用 n = (n,n,) 表示 
这 两 个 时 自 所 用 多 项 式 的 次 数 ,图 18 -17 和 图 18 ~18 是 拟 合 得 到 的 流量 曲线 ,图 中 ， 表示 对 水 位 测 
基 记 采用 数 人 微分 得 到 的 流量 , 表 18 -2 是 各 时 段 的 用 水 量 一 天 总 用 水 量 及 两 个 供水 时 段 水 泵 的 
功率 . 


表 轮 -2 种 时 段 和 一 天 总 用 水 量 帮 两 个 供水 时 段 水 泵 的 功率 


Ps 


143, SR88 3 


142. PHD 2 


图 18 -17 =t3.4) 的 流量 曲线 图 18-18 n=(5,6) 的 流量 曲线 
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18.5.7 分 析 与 改进 


由 表 18 -2 可 以 看 出 ,第 1 时段 用 水 量 与 水 位 测量 记录 中 的 于 降 高 度 146 相差 充 玫 ,第 2 时段 用 
水 量 与 记录 中 的 于 降 高 度 260 相差 无 凡 , 所 以 数据 氢 合 .数值 积分 的 精度 是 足够 的 . 对 不 同 次 数 的 拟 合 
多 项 式 ,第 1.2 供水 时 段 用 水 量 相 差 稍 大 ,两 供水 时 段 水 泵 的 功率 也 有 差别 ,这 都 说 明 俯 水 时 段 用 3 次 
曲线 通过 4 点 的 敌 法 不 够 好 ,应 该 多 肥 几 点 作 拟 合 ,但 监 注意 让 流量 曲线 在 不 同时 段 相 接 处 你 持 连 续 ， 

由 图 堆 -17 可 以 看 出 ,流量 曲线 与 原始 记录 基本 上 相 易 合 ,0 点 到 10 点 钟 流量 很 低 ,10 点 到 于 午 
3 点 是 用 水 高 蜂 , 全 天 流量 平均 在 22(emxh) 左 右 . 车 按 这 个 平均 流量 计算 ,一 天 总 用 水 量 应 为 22 x 
24 x237.8 xD0i =1 255.6(m 1 ,与 表 18 -2 的 结果 很 接近 . 


18S.06 习 题 


1. 在 化 上 生产 中 常常 需要 知道 丙烷 在 各 种 温度 了 和 奈 力 P 下 的 导热 系数 .下 面 是 实验 得 到 的 
一 组 数据 : 


% | ® | "| 
9.798 1 13.324 | 9,0D07 总 13. 333 9. 791 8 14. 277 9., 36 3 
{0}. O84 8 0. O89 7 0D. 076 2 DQ. O80 7 D, 69 6 U. O73 3 D, Ol1 1 


试 求 了 = 归 和 和 已 =10.3x10 kN/m 下 的 大 

2. 下 袁 给 出 了 某 一 海域 以 码 为 单位 的 直 背 坐标 0 xyY 上 一 点 (x,y)《 水 面 一 点 ) 以 英尺 为 单位 
的 水 深 :, 永 深 数 据 是 在 低潮 时 测 得 的 , 船 的 吃水 深度 为 5 英 捕 . 问 在 定形 区 域 (75,200) x 
( -50,150) 里 哪些 地 方 船 虹 避 佐 进 人 . 


慨 潮 时 测 得 的 水 深 数据 


1 机 


Pl kN/m ) 


— BE $6. 5 一 33.3 
咏 


3. 用 给 定 的 客 项 式 , 刘 y=x — 6x +5% 一 3 ,产生 一 组 数据 (%,,Y,) ,I = 上 .2,…,a, 再 在 Y; 上 
添加 随机 干扰 (可 用 rand 产生 (0,1) 均 匀 分 布 随机 数 ,或 用 randn 产生 N(0,1) 分 布 随 机 数 ), 然 
后 用 x, 和 添加 随机 于 扰 的 Y, 作 3 次 多 项 式 氢 人 台 ,与 京 系数 比较 ,如果 作 2 或 4 次 多 项 式 拟 合 , 钙 
果 如 何 ? 


4. 用 电压 Y=10 伏 的 电池 给 电容 器 充电 ,电容 器 上 上 时 刻 的 电压 为 以 贡 = 了 一 《了 一 Ve 
其 中 W 是 电容 器 的 初始 电 不 ,7 是 充电 常数 . 试 由 下 面 一 组 1,v 数据 确定 mm 和 了 
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5， 弹 簧 在 力 屎 的 作用 下 伸 长 zx, 一 定 范 围 内 服从 胡 克 征 律 :了 与 x 成 正比 , 即 了 = 入. 现在 得 
到 下 面 一 组 x 数据 ,并 在 (4x, 瑚 ) 举 标 下 作 图 ,可 以 看 到 当 三 大 到 一 定数 据 重 后 ,就 不 服从 这 个 
定律 了 . 试 由 数据 确定 大 ,并 给 出 不 服 人 其 胡 死 定律 时 的 近似 公式 . 
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1.4 习题 答案 


1. 该 题 由 人口 指 数 增 长 模型 :x(t) =xoe 直接 计算 可 求解 . xo 为 上 = 人 时刻 的 人 口 数 ,sr 为 人 
口 增长 率 ,x( 引 为 时刻 的 人 口 数 ， 
(1) 已 知 ;xo =5 亿 ,r=0.3 铝 ,x(tf) =10 亿 , 求 1. 将 参数 代入 指数 增长 模型 解 方程 : 
10=5 xe 
解 得 : t =231 
程序 为 : SyYms 七 
f= 10--5*exp(0.003 本 七 1 
saolve{f,.t): 
结果 为 :1881 年 可 达到 10 亿 人 人 局. 
(2) 已 知 :x0 寺 36 亿 ,r=2.1 名 ,x(t) =72 亿 , 求 上 将 参数 代入 指数 增长 模型 解 方程 ， 
7 -5 i 
解 得 : 上 = 34 
程序 为 : syms 七 
f= 10-5*exp(0.021 *t) 
solve{f,t): 
结果 为 :2003 年 可 达到 72 亿 人 大口 . 
结果 评价 :由 2x。=xoe” ,可 得 当 r 不 变 时 ,人 口 数 量 增 长 一 售 的 时 间 基 一 个 定 值 为 : 
r- 卫 2 


(3) 第 1 小 问 的 结果 与 实际 人 口误 差 不 很 大 , 嘱 侣 较 好 .第 2 问 的 结果 与 实际 人 口 的 误差 
就 偏 太 了 .原因 是 该 模型 的 结果 说 明和 信 口 将 以 指数 规律 无 限 增 长 . 而 事实 上 , 蝴 堵 人 口 的 增 
长 ,自然 资源 ,环境 条 件 等 因素 对 人 口 增长 有 限制 作用 , 则 当年 的 人 口 增长 率 会 随 荐 人 口 的 增 
长 而 减 小 ， 

2， 将 时 间 分 成 3 段 , 利 用 指数 增长 横 型 x(1) =xoe 分 段 建 立 模型 为 


xtt) = re l<t<7(1790—1850) 
a Ee 8 < 和 15(1860 一 1920) 
Xt) = re" 16<t<2]1(1930—1990) 
通过 表 1~1 的 数据 拟 合 得 : 
mm ==. 029 6,， r| =0. 020 3, Fr =0. 012 68 


将 xo xi x2 T0571 :Ty 代入 模型 , 求 出 指数 增长 模型 预测 的 人 人口 数 , 抑 干 玫 . 
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年 实际 人 口 !{ 百 万 ) 顶 测 人 口 【 百 万 ) 误差 (党 】) 
1810 7.2 1.4 
1820 0.6 二 了 
1%30 12.9 13.7 6. 2 


lpi 
a 1 
中 

| 二 
J 
| 
ld 
0 
| 
| 
七 


一 = ea mm 一 一 


i830 23. 2 25,0 10. 3 
1870 3 号 . 夏 38. 8 0. 6 
1880 | 30. 2 531.0 1.3 
1890 62.9 l 4.5 
1000 76.0 #1.1 | .7 
1910 92.0 Is | 9. 4 
1920 100. 5 - 117.4 i0. 3 


3. 设 x(n) 表 示 荣 人 口 群 体 在 第 年 的 总 数 , 设 初始 年 为 零 , 记 为 x(0),x。 为 最 大 人 口 
窜 量 ， 
令 增 量 
Ax =xtn+l1) -x(n) 
人 口 的 增长 速度 与 x。 一 *tR) 上 成 正比 , 即 
AX=r(x, -x(n}) 
其 中 ,r 表示 出 生 率 与 死亡 率 之 差 . 于 是 
{n+l) =x{n) +r(tx -x(n)) 


得 一 阶 差 分 方程 
(n+l) =(1 -ry x(tn) dr 
令 x,。 = 一, 则 ; 
区 下 十 1) 二 和 =(1 -r(x(n}+A) 
区 + 1 + 和 ] 
XR) + 入 
构成 等 比 数 列 解 得 ， 


WE A 
a WE 
改 模 型 为 : 人 
作出 三 个 模型 图 形 如 下 : 
(1) 指数 增长 模型 图 形 
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1 


0 ! 


(2) 阻 河 增 长 模型 图 形 


43) 增 量 模 型 图 形 


x 


{ 


图 形 比较 :指数 模型 人 口 按 几 人 条 级 数 增 长 ,这 个 模型 与 现实 不 符合 ,因为 人 口 的 增加 要 党 到 
自然 条 件 等 因素 的 约 来 . 阻 游 增 长 模型 和 增 量 模型 ,考虑 了 在 最 大 的 人 口 容量 , 当 人 口 增长 到 -- 
定 程度 时 就 会 无 跟 趋 于 人 口 最 大 究 量 ,这 与 现实 是 符合 的 . 阻 洁 增 长 模型 和 增 量 模型 的 区 别 是 阻 
潍 增 长 模型 是 用 和 连 继 的 方法 讨论 的 , 增 量 模型 是 直接 用 离散 的 方法 讨论 的 . 


2.6 习题 管 案 


it, {1) 起 兆 法 排序 丸 个 数 

function y=9qp(x)%% 求 出 向 基 冯 的 维 数 
[m,n|] =sizelx);% 起 沽 法 排序 讨 程 
I 


for 1 =1:i:nmn -i 
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iftx(j) >x(j +1)) 
a =xtj); 
x(j)=xtj +1); 
xX{J+l1} =a: 
nd 
忆 了 1 忆 
ertd 


Y 二 基 $ 


(2) function max 1{x)% x 为 任意 维 什 阵 

[c,t] =maxtx);% 先 求 出 从 际 x 每 一 列 的 最 大 全 和 最 大 值 竹 于 的 行 数 
[y,i] =max(c});% 求 出 矩阵 x 的 最 大 久 和 最 太 值 的 列 下 标 
tti);%% 最 大 值 的 行 下 标 

Gisp([ 最 大 和 值 为 : ,num2str{y)]);$% 显示 结果 

disp([ 竹子 为 ,num2str(tt(i)), 行 ,num2str(i), 列 ]); 


(3) function y =Jefn)ya 求 任意 一 企 整 数 阶 乘 之 和 的 程序 (为 待 求 整 狼 ) 
y=14 刍 工 的 阶乘 
fcri=1l:imn 多 求 名 个 数 的 阶 又 

for J] =1:1 

z=(i-1)*i; 

与 卫 忆 

$$ 求 每 个 数 阶 乘 的 和 

¥ 三 了 二 
关口 


(4) 生日 为 工 次 落地 后 总 共 经 过 的 距离 ,为 第 了 次 落地 后 反弹 的 高 度 ,mn 为 次 数 . 
function [s,h| =shfnl) 
z=100,， 
入 一 也; 
for 工 = 一 二 
2 
S=S+2 *Z; 
公 刀 届 
l=ere 


(5) functiony = f(x,y) 
VV =X 2 + BlinNn(Xw YY +2 YY; 
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2. fplot(' cos(tan(pi* x)),[0,1|],le -4) 
使 用 疡 LIet 给 图: 
xX=O:le-4:1 
plot(x,cos(tan(pi*))) 
3. ezplott exp(x*y) -sin(x+y),l[ -3,3,—-3,3]) 
4. 职 a=sl,ezplot(t -sin(t),l1 -cos(t),[0,2 *pi]) 
5.X= -30.1:3; 
y= 30 .1:3; 
[X,Y| =meshgrid(x,y); 
0 
surf{X,Y,2) 
使 用 mesh 绘图 
mesh( X,Y,2)} 
6.t1) clear 
a i000;thita =0:0.1] :2* DI; 
rho =as* thita; 
polar(thita,rho) 
(2) 用 polar( ) 函数 绘制 三 叶 玫 瑰 线 的 MATLAB 程序 如 下 : 
CLEear 
aA=2:thita =0:0 .1 :2 pl: 
rho =a*sin(3 * thita),; 
polar(thita,rho} 
7 了 7. subplot(2,2,[1,3| 
ezplot( (x 2 ry“2 2*2 x*X}) 2 -4#*2°2*{x2 +y 2),[ -2,10],[ -6,6],ti- 
tle( 心 形 线 ) ) 
t= -20;.1:20;|x,y| =meshgrid(t),; 
zl = (x. "22*Y. 2) +eps: 
subplot(2,2,[2,4]) ,mesh(x,y,z1),title(' 马 鞍 面 ) ; 


3.5 习题 答案 


1. 设 每 天 每 只 鸡 食 动物 饲料 为 x, 个 单位 ,谷物 饲料 为 x; 个 单位 (1 单位 为 500 克 ) , 则 
min f=1 000(0. 15x, +0.09x,) 
| + X=1 
x! 宇 D. 2 
Txl1 000. x%,2 x6 000 
dra 


尘 果 :Obijective Value: 102.0000 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


. 33 二 。 区 章 习 踢 音 康 
区 由 O2000000 
其 之 DO.S00000D 


2， 设 4 全 车 床 加 工 零 忻 训 的 数量 为 x,(i=1,2,7=1,2,3) 个 , 则 
min f= {2,3,5,3,3,6) (x sx, yg Xa X22 1X2 ) 
(1,2,3) {x xs) E80 
(C1, 3) (x xd) S100 
x 十 | 尝 了 0 
2 
有 
x Oti=1,2,7=1,2,3) 有 是 为 整数 
近景 ,口中 jectIwe value:297 .0000 
区 1 =30 其] 了 2 一 总 已 黄 ] 3 = 总 = 和 局 X22 =0 R23 = 
3. 设 x(i=1,2,)=1,2,3) 表 示 两 种 原料 分 别 生 产 出 三 种 产品 的 数量 (万 竺 ) ,由 
max f=12(x,) 十 十 本 1， + Xs) +4(r + X23) 
(4.3,1)(x ,x ,Xs) 所 180 
5.t. (| {2,6,3) (x ,x ,Xss) S200 
x Oi=1,2,7=1.,2,3) 
结果 .Opjective value: 1920 .000 


X11 D000000 4 .000000 
X12 DQ O000000 .AOUVDOD 
多] 3 180 .0000 DO .D00000U00 
X21 100 .0000 OO0000000 
X22 DQ .O00O0000 31 .00000 
2 3 UOGDVOUU 二 站 .00000 
Row SlLack or SUurplius Dual Price 
1 1 920 .O00 1 .A0000D0 
2 DQ 00000000 A4 .000000 
E .O000000 各 .000000 


4. 设 x(i=]1,2,",6) 为 1~6 班 开 始 工作 的 护士 数 , 则 
min ff = x + hy 十 是， 十 十 省 十 Xe 
x 守 00 
Xi + 区 衬 了 0 
x + XX| 之 的 
8. Tt. 4 XA + 之 30 
x + 芋 20 
x + xs 六 30 


xz0(i=1,2j=1,2.3) 为 整数 
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3.5 习题 音 宋 
结果 :Objective value: 150 .0000 
VAr1iALle | Value 
X1 a0 .0009000 
站 2 10.00000 
X33 0 .00000 
六 4 D0000000 
XS 30 .00000 
KX6 D0.0000000 


5,， (1) 生产 产 贤 41 为 x 件 ,4 为 x 件 , 风 模型 为 
max f= {6,4} (x, ,x,) 
2x, +3x, E100 
gs, +, | 4x, +2x; 所 120 
+ 全 0 (i=1,2) 整 数 
(4) 再 设 生 产 产品 4: 为 xs 件 , 则 模型 为 
max f= (6,4,5) (x yxa xya) 
2x) + 3x, +4x, 所 100 
s. t. 1 4x, +2x, +2x; 守 120 


x; 主 0 {i=1,2,3) 为 整数 


第 果 :Objective value: 200 .0000 
Variable Value Reduced Cost 
XX1 20 .00000 -b&b .000000 
其 20 .00000 -4.000000 
ROow Slilack or Surplus DUual Price 
1 200 .0000 二 .D00000D 
2 日 .0000000 O0000000 
3 O000000 0 .0000000 
OpPjective value: 206 .0000 
Variable VAlUe Reduced Cost 
Xl 23.00000 -tt .000000 
Xa 2.000000 -4.000000 
六 3 12.00000 -5 .000000 


6. 设 煤 厂 A,B 分 别 向 三 个 居民 区 供 煤 为 x,(i=1,2,j=1,2,3)t, 则 
min f= {10,5,6,4,8,15) (x ,Ki ,X13 Yo X22 3X73 ) 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


. 336 - 各 章 习题 将 案 


wal 十 和 sy F100 


党 |， 十 训 , | 宇 445 


-. 和 十 区 2 区 7 
13 十 灶 73 芋 人 
x Oi=1,2,7=1,2,3) 
结果 :Obpjective value: 360 .0000 
Variable Value 
X11 0 000D0UV0O0 
撤 ] 了 20 .000u0 
X13 40 .00000 
X21 45 .00000 
X22 5S,.00000 
区 DO .0000000 


7. 设 生产 工 、 丰 、 班 种 产品 数 为 <.(i=] ,2,3), 则 
max f= 10x, + Ox, +4%, 
x +x, +X S100 
10x, +4x, + Sx S600 
2Y% +2x, + Ox E300 
x 空 0(i=],2,3) 幕 数 
(1) 利润 受 4x， 


max f= 10x, + x, + 全 


和 | + 区 ;十 守 100 

lOx, +4x, 十 32 SoU00 

2 + 2x, + 0X: S300 

+， 3z0(i=1,2,3) 为 整数 
(3) 设 生 产 工 、 直 、 王 种 新 产品 数 为 x,(2=1,2,3,4), 则 


max f= 10x, +Ox, +dx, + 8%, 


补 3 


x + + 区 + 夺 100 

10Ox, +4x, + 5x, + dx, E600 
2x, + 2x, + bx 十 4 E300 
0{1=1,2,3,4) 幕 数 


Reduced Cost 
9.000000 
0 .0000000 
O0000000 
QA000000 
D0000000 
所 .000000 
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(4) max f= ]0x, + Gx, +4%, 
x + 二 所 100 
10x, +4x, +5x; <600 
s. 41. 42x) + 2x, + x, 300 
x3 宇 10 
Y Ofti=1,2.3)] 整 数 
结果 为 .Objective value : 132.0000 
XL = 33.00000， XA2=607.00000, 3 =0,0000000 
(1) 不 生产 ,Objective value:774.3325 
A] =29. 00000, XR2 =46.00000, XX3 =23.00000 


(2) Objective value : 732.0000 
Variable Value Reduced Cost 
X1 33. 00000 -10.00000 
X22 67. 00000 -6.000000 
3 0. 0000000 -4.000000 
Row Slack or Surplus Dual Price 
1 732. 0000 1 .000000 
2 0. 0000000 0. 0000000 
3 2.000000 0.0000000 
4 100., 0000 0. 0000000 
(3) Dbjective value， 832.0000 
Xl =33.00000, X2 =17.00000, X3 =0.0000000 ，X4 = 50.00000 
(4) Objective value ， 704. 0000 


及] =31.00000，A2 =59.00000, 43 =10.00000 
8. (1) 设 设备 4,B,C 分 别 加 工 工 . 开 、 表 种 产品 数 为 xi(i=1,2,3=1,2,3), 风 
max fi =3Cx + Ro + a} + OX FR FE) 十 之 ,全 (人生 3 + Ey + Xa) 
Bx +2xiy + 105, S300 
1Ox, + Sx + Br, S40 
2x3 十 了 3X + 10x S420 
Xi0(i=1,2,3,7=1,2,3) 
(2) 在 问题 (1) 基 础 上 
max 万 = 了 (二 + FE) +2 Ns + ay Fi) 2 Or tw t+) — 18 
Bx +2x + 1Dx; E300 
10x, + 3% + Bx S400 
2x + 13x,, + 10x,, SE 420 
x,0(i=1,2,3,7=] ,2,3) 
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(3) 设 设备 4 了 BC 分别 加 工 工 下 . 亚 、 到、 YY 种 产品 数 为 %0=1,2.37=1.2,3.4,5)7， 则 
max 所 一 3fx + ha + Ha} + my th + Hs) + 2 OLA + Ny + Tay) 
+2, 1 (x, + ths) tl]. BIOs + hss + Kas) 
gx +2x1 + 1Dx ;+ 12x, + x E300 
10x， 十 37 + Bx + Ox, + dx S400 
233 + 13xs, 二 ID + LOx + 12x;s S420 
Ud 
(4) 设 设备 44,8,C 分别 加 工 T、 卫 ,于 种 产品 数 为 x,(i=1,2,3,7=1,2,3), 风 
max ££. =4. Sx 十 和 十 天】 + RI + + Xi ) + 2. DCT + Ty + 守 33 ) 
Ox 十 2X + 0x ,E300 
12x,, + ON + Bw SAO0 
4x + 13x + IOx,, E420 
TO0(i=1,2,3,7=1,2,3) 


结 尿 : 
{1} Objective value: 1290.100 

X31 =210 .0000, X12 =150 .0000, X22 =80.00000 ,其 他 为 0 
{2) Objective value: 1296.100 

xX31 =210.0000, X12 =150 .0000, X22 =92.00000 ,其 他 为 0 
【了 Objective value: 1317 .RD 

X31 =210 .0000, X12 =150 .0000, X25 =100.0000 ,其 他 为 0 
{4) Objective value.: 1132 .600 


x31 =105 .0000, X12 =150 .0000, X22 =80 .0000 ,其 他 为 0 
4.3 习题 答案 
1， 用 割 平 面 法 可 求 得 最 优 人 解 为 : 


ET RR % | 
2. 用 制 平面 法 可 求 得 最 优 解 为 : 
3. 用 线性 规划 不 难 求 得 最 优 解 为 ; 


4. 用 分 克 是 界 法 得 最 优 解 为 ; 


nti 
[ie 


1. (1) HCOX) = VACK) = 
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6.5 沁 题 音 案 .339 ， 


(2) HCOX) = VA(X) = 
o0 -L 


2. 满足 必要 条 件 的 点 为 (x, 土 Xx) ,经 验证 黑 赛 人 算 阵 正定 ,从 而 它们 是 极 小 点 ， 
3. VHRR)Y=[8,16] ,SS = -VHAT)=[ -8,-16] ,求解 min w{A) =Fz + AS ), 得 


16 -1617 
A, = | a | 
号 = -VAX ) = | ,再 解 min gp(A) = 十 由 且 }， 得 入，= A = 
[1,1] ; 
2 16 321 ， - 四 2 3 JE 有 3 _ v1 2 _ 
5 = - VAX) = -| 浪 , | ,再 解 min pq{A) = 作 X +45?), 得 A =i5,X =X +AsS = 


a1, 11] ,显然 (SS ,3 ) =0,(8 ,S ) =0. 


4. (EE) =% 二 4x% 十 9x3 -2x, +18x, 
X={1, -2;0]7,VYA =10,2,0]", 


VAN) =diag[2.8.18] 一 [LV 扰 下)] diag[ 3， 和 时 


8 = -LVAX)] .VAX) =| 0 于 tol ,X= + =[1, 地 ra 0] ,从 而 ， 


VAX)=[0,0,0] = Ye>0,1 vAX)| <e, 故 ZX* =X =-[ 娃 9] 


5 程序 .oldoptions =optimset( fminunc ); 
options -optimset{oldoptions, Largescale', off ); 够 匹 约 车 优化 
的 中 型 算法 
optionsl1l =optimset{options, HessUpdate , dfp ); 各 搜索 方向 汶 拱 
牛顿 法 中 的 "dfp 
[区 ,二 exitflagll, output11] = fminunc ( fundfp ,[-1 1], 
optionsli) 


枝 小 值 点 为 x=( -1.38670.9889), 极 小 值 为 上 = -1.292 2， 
6.5 习题 车 案 
1. 根据 物理 定律 =R,,W=TR,I = 了 + 二 + 大 ,建立 如 下 模型 ; 


4 


(1) W=min > LR, 《2)》 P=min y FR, 
k=1 = 
1 = + +h, i =1,+i,+1, 
$s.1., 2 10 sr to Vy 
一 迄 刀 ,圭一 一 一 
下 i, 站 <R, a 2 
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模型 (1) 的 计算 结果 :只 =0.5, =0.333 3 , 员 =0.25,R, =0 111 1 功率 为 7 了 2; 
模型 (2) 的 计算 箔 要 :R=0.6667,R, 1,R,=1.333 3, 尺 ,=3, 功 率 为 1 104. 

2. 设 购 买 的 原油 4 用 于 生产 甲 、 乙 、 丙 的 数 基 分 别 是 x ,x,,x3; 购 买 的 原油 BB 用 于 生产 甲 、 
己 . 丙 的 数量 分 别 x ,xs ,xe; 购 美的 原油 万 用 十 生产 甲乙 ,两 的 数量 分 别 x ,xe ,xs， 根据 :总 利 
润 = 总 收入 一 加 工 莫 一 买 油 成 本 及 约束 条 性: 需求 限制 ,原料 限制 ,全 量 限 制 , 非 负 内 制 ,建立 如 
下 模型 . 

max z =70 x3 000 +r60 x2 000 -30 x1 000 -4 x 000—45(x, +x, +x) — 35{x, + x + x.) 

— 25(0x, + x + xo) 
=356 000 ~ min f 

从 而 得 到 线性 规划 模型: 


min f=A3(x) + tiy) + INN + + Xs) + SCX + x + wo) 
x + 二， 二 3 O00 
x + 士 X =2 O00 
xi 十 Yi 十 = O00 
x 士 X 十 % 过 5 UD00 
Ta + xs ts SI O00 
X + we + Xo I DOV 

S.t. 4 ZX +Ox, 十 号 5 0 x3 000 
lI2x, + Ox, + Bx 守 8 x2 O00 
il2x, + ex, + Bx 6 x1 O00 
0. Sx, 二 ax +3x, 3 O00 
D0. Sx, + 2xs + ax E22 x2 000 
0, Sx, + 2x6 + 3x, 1 O00 
eh 


模型 求解 : 
利用 MATLAB 编程 求解 得 :总 恒利 为 126 000 元 ,生产 计划 兄 下 表 


秆 《3000 ) .2000) 


2 400 


耻 诗 :通过 广告 增加 销售 t1 元 广告 费 , 增 加 10 桶 销售 )， 
设 甲 . 己 . 丙 3 种 汽油 的 广告 费 盆 别 芯 503zilta 三 售 费 不 超过 800 元 , 则 模型 为 : 
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6.5 习题 答案 + 341 ， 


min f=49{x, + x +r) +390(x, +xs 十 ) +290( x 十 区 十 区 一 站 9 — S99x,, - 499x,, 
Xt + x + x, = 3 O00 + 10x,, 
x + Xs + i = 2 O000 + 10x,, 


1 000 + 10x,, 


We 
x + x + x 5 O00 

Ta + Xs + re SE I DO 

X + we + x SE 5 O00 

12x, + Ox, + Bx > 1003 O00 + 10x,) 
12x, + 6xs + Bxs > 8{2 000 + 10x,,) 
12x, + 6xz + Bx > 6{1 000 + 10x,,) 
OD. Sx + ox 十 33 SE 3 O00 + 10w, 

DO. Sx + 2xs + Bx E242 DO0 + 10%,,} 
0. Sx, + 2x6 + Sx ET O00 + 10x,, 


模型 求解 : 
利用 MATLAB 编程 求解 得 :总 肿 利 :126 000 元 ,生产 计划 见 下 才 


四 (3000) 2000) 二 (1000) 
43 2 121.8 2 183,3 692.9 


B/35 267.6 
C25 39.4 
广告 0 


3， 根据 题 意 建立 模型 : 
max f=100F -0.3F +80WR-0.2W 
六 + 和 520 
ee pn 
用 线性 化 方法 求解 ;给 定 初始 可 行 点 着 = (150,185)', 步 长 限制 8 = (2,2)', 步 长 缩小 系数 
B=0.5, 设 着 =(T, 玉 ), 则 : 
(C1) FOE) SAT) + VACX) (KK-K)=10V+6W+13 595. 
步 状 限 制 : |- 下 | 和 二 149 二 VE15] ,183 志 于 187. 
得 到 近似 线性 示 划 ， 
max Ff=10V+6W+13 595 
Vi2Tm 和 $520 
5V -4WsD 
149<V<151 ,183 二 用 过 187. 
用 MATLAB 求解 此 线性 规划 模型 得 : = (148.6,185.7) ， 了 =1 619.5. 
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一 


(2) 天 天) f+ A). 4V +5.72W+13 5S21, 步 长 限制 :1 下 -下 上 反 
8 =(1,1) 147.6<V<149.6,184.7<We186.7 
得 到 近似 线性 规划 ， 
max f= 10. SAY +3. 72W+13 52] 
VY +2 和 20 
st. 15V -4y 和 0 
147.6FEl49.6,184.7 和 W186.7 
用 MATLAB 解 站 如 性 规划 模型 得 : = (148.57,185.71) ， 了 =16 193.%. 
经 检验 克 * = (148.57,185.71) 就 是 模型 的 最 大 值 点 ,f=16 193.8 就 是 最 大 和 值 . 
4， 设 x, ,xX ,xi 分 别 表示 工厂 第 一 .二 .三 季度 生产 的 发 动机 数量 ,模型 如 下 : 
Imin =a(2, +x, + Xx,) + B(x x + xX) + et2x, +%, ~ 140) 
x 莹 40 
区 | 十 计 。 芋 100 
Es Xl + + 区 3 字 180 
Dr, x 100 且 为 整数 
由 于 是 整数 规划 ,利用 LINGO 软件 编程 ， 
计算 结果 为 :wx =50,x, =60,x, =70. 
通过 分 别 下 变 a=50,b5=0,2,c=4 的 从 ( 政 太 、 小 ) 和 多 次 计算 发 现 : 
=50 多 变 撞 没有 有 影响; 
武大 ,ri 越 大 ,x 越 小 ;5 越 小 ,x 越 小 ,x; 越 太 ; 
c 越 太 ,生产 就 越 不 剩余 , 即 按 露 求 生产 ;ce 越 小 ,三 个 季度 就 越 接近 二 平均 生产 以 悍 证 费用 最 低 . 
5 今 引 =(290,315,350.,455) 为 4 种 产品 的 长 度 ,n=(15,28,21,30) 汶 4 种 产品 的 需求 量 ， 
第 种 切割 模式 下 每 根 原 料 网 管 生产 4 种 产品 的 孝 量 分 别 为 站,rasriyr ;该 模式 共 司 用 了 
次 ,切割 楼 式 的 次 序 基 按照 使 用 频率 从 高 到 低 排 列 的 ,引入 0 一 1 变量 y, 来 表示 第 语种 切割 模式 
的 使 用 情况 :y =1 表示 使 用 了 第 种 切割 模式 ,Fr =0 过 示 示 使 用 第 i 种 切 制 衬 式 .模型 为 : 


号 
min py (x 十 自 . 1 xixYy,) 
r=| 


> 字 见 (= 1,2,3,4) 《产品 数 鞋 ) 


1 7507y < > br, 1 850y {i= 1,2,3,4) (人 寺 料 限制 ) 


ay, > ry, (i = 1,2,3,4) 《1 根 钢 管 最 多 生产 5 很 产品 ) 
y 所 >》 扫 307， (=1,2,3,4) 【每 种 切割 模式 最 多 切割 30 根 ) 
Yi 之 ， 人 =1.2,3:.41) 
区 全 区， (CF [2 4 
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计算 结果 :只 使 用 了 3 种 切割 模式 ,分 别 使 用 了 9.7.3 次 . 一 根源 料 钢 管用 第 一 种 模式 生产 4 种 
产品 各 1.2.0.2 根 ,用 第 二 种 机 式 生 产 4 种 产品 各 0.1.3.,1 根 , 用 第 三 种 模式 生产 4 种 产 上 省 2、 
1.0.2 根 ,目标 阔 数 值 为 19.6. 


7.6 习题 答案 
1. 用 递 推 法 可 求 得 最 优 解 为 : 
%, 三 1]， Ce x 二 
2. 最 优生 产 计 划 为 :第 一 个 月 生产 800 件 , 第 三 个 月 生产 500 件 , 总 费用 2 500 元 . 
8.7 习题 答案 


1. 设 上 时 刻 湖 区 的 污染 物 深度 为 w(t) ,利用 质量 守恒 定律 : 
湖水 污染 深度 的 变化 量 = 流入 湖水 的 污染 量 -流出 潮水 的 污染 量 , 可 得 
其 中 ww 表示 流入 湖 中 的 水 的 污染 浓度 ,wo =w{0). 解 方程 得 

名 (有 = — (Ww -oo)e 


代入 mi =0,w(t) =5 吕 wo , 解 得 1 =398.3( 天 ). 
2. 无 捕捞 时 鱼 的 自然 增长 服从 logistic 规律 , 即 


00-n(1 
搁 捞 情况 下 渔场 鱼 量 满足 
x'(t) =F(x) =rx (1 | hy 
其 中 下 为 捐 措 强度 ,r 为 固有 增长 率 ， 不 需要 求解 x(1), 只 咒 知 道 x(1) 稳定 的 条 件 . 令 
F(x) =0, 求 出 平衡 点 6。 =Wf1- 二 ] ,si =0, 易 知 当 忆 <r 时 ,zo 稳定 ,可 使 党 场 的 鱼 资源 保持 


稳定 . 
3， 假设 一 天 碑 药 放 次 ,时 阅 间 脑 为 7, 则 在 
Dt < 方程 是 w(t) =ae* 
Tet<2T 方程 是 Yi =(atae Je"*" 


nTet<(n+1)T 方程 是 x(f) =(gtae t+ta " )e 


上 面 的 当 n 一 m ,可 以 求 出 gatae ”+…+a ”的 极限 是 


好 
] -ee 
因此 在 等 间隔 服药 的 过 程 中 , 药 的 浓度 在 人 体 中 呈 上 升 趋势 ,最 后 稳定 在 一 定 的 水 平 . 图 像 

如 图 所 示 . 其 中 六 是 浓度 的 最 大 值 
4. 可 参照 例 了 . 

5. 设 需 求 量 有 一 个 上 界 , 并 记 此 上 界 为 外, 记 z 时 刻 已 销售 出 的 新 产品 数量 为 x(1), 则 尚未 


TT 
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一 一 一 Td 


0 了 2 了 3 了 t 
使 用 的 大 数 太 玛 为 尺 ~x{ 引 , 记 比 例 式 数 为 有, 则 xt 直 满 足 ; 
dx 
一) 


此 方程 即 ]jogistic 模型 , 解 为 : 
0 
对 x(#?) 求 一 阶 、 两 阶 时 数 分 别 得 : 
x (tt) ee 
(+CEe ™) 
CRikie {Ce -1) 
x 《2) > , 即 x(t) 单调 增加 ; 
本 (0) 二 0 ,有 x(t) = KK/2; 
当 t < 时 ,x (单调 增加 , 当 1>5o 时 ,x {1) 单 调 减 小 . 
在 销 出 看 小 于 党 大 需求 呈 的 一 六 时 ,销售 速度 是 不 断 增 大 的 , 销 出 量 达 到 启 大 需求 重 的 一 并 
时 ,该 产品 最 为 畅销 ,接着 销售 速度 将 开始 下 降 . 
所 以 初期 应 采取 小 批量 生产 并 加 以 广告 宣传 ;从 有 20 镶 用 户 到 有 80 铬 用 户 这 段 时 期 ,应 该 
大 批 基 生产 ;后 期 则 应 适时 转产 ,这 样 做 可 以 取得 乾 离 的 经 济 效果 . 
6， 变 年 及 参数 说 明 : 
:时刻 二 时 运动员 质心 移动 的 距 次 ; 
天 . 阻 方 , 只 考虑 正面 水 平 作 用 方 ; 
民 : 运 动员 的 质量 , 取 值 为 80 kg; 
c: 肯 尼 系 数 , 取 值 0.3735，; 
4: 身 体 正面 的 截面 积 , 取 值 0.75 m ， 
P: 空 气 密度 : 
在 墨西哥 城 Pu =0.984 kg/m ; 
在 海平 面 P=1.225 kgzm . 
记 A 玉 : 表 示 起 跳 时 ,着 地 脚 和 质心 之 间距 离 的 水 平 投 影 (水平 跃 离 ); 
CC 万 ;表示 落地 时 ,着 地 中 和 质心 之 间距 离 的 水 平 投影 1 水 平 距离 )3 
BC: 从 起 跳 到 落 凶 这 段 时 间 , 质 心 移动 的 水 乎 距离 .( 如 习 所 示 . ) 
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4 8 Cc DD 
而 对 于 一 个 固定 的 运动 员 来 说 ,4B,CD 这 两 自 距 离 是 圈定 的 , 即 我 们 只 需 研 究 BC 段 . 又 因 
为 质心 型 的 高 度 变 化 远 小 于 BC 咎 的 长 度 , 帮 忽略 不 计 ， 
记 AB 段 的 长 度 是 民 , 返 动 员 起 跳 的 水 平 速 度 为 ,从 起 水 到 藻 地 的 时 间 是 7. 


则 上 直 牛 顿 第 二 运动 定律 得 : MF 
由 于 严 与 阻尼 系数 ,身体 截面 积 ,速度 的 平方 成 正比 ,因此 上 面 的 方 各 可 以 变 为 
dx dx 
M z= -AP [| 
再 由 初始 条 件 :x(0) =0, 呈 (=o, 这 就 是 一 个 完整 的 ODF 问题 
下 面 我 们 来 解 这 个 微分 方程 
我 们 用 降 只 的 方法 来 解 这 个 方程 , 记 上 = 噬 , 则 问题 变 为 
M Y= cAPa?, u(0) =u 
解 得 : 1_AP ,Ll ,A 
ws Mo 代入 &= 融 
得 到 , 民 = “zx(0) -0 


Po 
因为 质心 水 平 位 移 移 动 玉 用 时 为 了 , 故 在 时 间 区 间 [0, 门 上 对 上 式 进 行 积 分 得 


= 1 和 (*#) 
将 PT = 12.231 和 上 面 乔 数 代 入 可 以 得 出 : 
I 043 
NM 


由 于 这 项 数 信 是 很 小 的 ,因此 可 以 对 ( * ) 对 数 项 做 级 数 展 开 为 
cAPe fT 1 cAPv FT,: 
M -去 M 


代 回 到 ( * ) 式 ,可 得 中 的 近似 计算 公式 ;: 


R=uT— 


cAPv, 六 
2N 
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下 面 我 们 算 一 下 ,在 未 同 海 拨 处 民 的 差 值 : 


Au TT 
AR=R,, _R_ ~ 5 


(P，- 忆 =0.042 m 


nn 
计 . 改 鲍 伯 ， 比 丝 的 惊人 一 跳 天 未 能 用 空气 阻 为 的 减 小 来 解释 的 ， 


9.5 习题 答案 
1， 设 共有 gfna) 种 不 同 的 上 楼 梯 方 法 .在 这 gf(a) 种 不 同 的 上 和 琅 梯 方 法 中 , 恰 有 
k|0<ks | 本 |} 步 上 3 级 台阶 (此 时 有 -3 步 上 1 级 台阶 ) 的 上 楼 梯 方 法 的 种 数 为 


(K+rn—3k)! fn-2k 
kl | 


所 以 :g(n) = > (" ) 
2. 令 有 ,表示 允许 传输 的 上 长度 为 nn 的 单词 个 数 , 则 碎 =1( 空 单词 ) ,hh =3， 令 正之 2 如 果 单 
词 第 一 个 字母 是 上 或 c, 则 余下 长 度 n-l 的 位 置 上 仍然 是 在 相同 条 件 下 对 a,b,c 这 3 类 字 嫩 的 
绯 列 ,排列 方法 数 为 上 _)， 好 果 第 一 个 字母 是 ,那么 第 二 个 字母 就 是 8 或 ce 如 果 第 二 个 字母 是 
5 或 c, 则 单词 数 为 h _,, 于 是 有 
及 =2h ,+2h. , 
特征 方程 x -2x -2=0 的 根 1+wv3,] -3, 再 利用 初始 条 件 ho =1,i =3, 可 解 得 
+ 二 3 
h, = 2 1 (1 -3) 
3， 设 这 个 圆 把 平面 划分 成 ga, 个 未 连通 的 区 域 ， 荔 知 40 =1,9 =2,ar =4, 当 nn 宇 2 时 ,去 
掉 所 给 n 个 圆 中 的 一 个 圆 症 , 则 剩 下 的 nw-1 个 图 把 平面 划分 成 &,_, 个 不 连通 的 区 域 ， 现 把 较 下 
放 回 原 处 , 则 图 六 与 其 余 n 一 ] 个 圆 都 祖 交 ,上 且 所 得 的 2tn 一 1) 个 交点 稚 此 祖 异 (因为 无 3 个 图 共 
点 ) ,这 2(n 一 ]) 个 交点 把 园 天 分 成 2tn 一 1) 段 弧 , 每 段 扣 把 原来 的 一 个 区 域 划 分 成 两 个 小 区 域 ， 
故 把 加 上 赤 回 原 处 后 增加 了 2tn 一 1) 个 区 域 ,从 而 
og =0,_,+2(n -1)=a ;+2(n -2) +2tn -1) = =2+n(nR—1) 


故 


a =n -nt2 (n>2) 
4. 设 有 ,种 潮 同 的 方式 , 则 1a,1 的 苹 铺 类 
Fix)y = +xtr tn} Tl + x ) +(x) + (x) +] 


1 1 2 1 | 
ER + + 
] -x tx’ (] -x1 1l1—-x Ts 


。 
i 2 
两 这 求 导 , 得 De 
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从 而 
Fx) = 二 [2 2 【于 十 17Y" 十 > 党 ”十 隐 ( —1)"x" | = > 人 
故 2 二 + 一 


才 
35， 沁 第 天 时 段 猪 的 数量 为 si, 价 赂 为 yr 直 =1,2,….， 同一 时 投 猪 的 价格 和 取决 于 数量 x;， 
设 yi = 瑚 si 它 反 峡 消 费 者 对 猪 的 需求 关系 . 
下 一 时 段 猪 的 数 旺 如 由 土 一 时 身价 格 y 决定 , 设 
xi =h(y) 或 =a) 
如 是 上 的 反 遂 数 ， 
Ye Yo = 一 23 一 wo :o>0 
x 一 0= 有 一 yo 有 > 
从 二 式 中 消去 Y 可 得 
4 | — Xo = ~ B(x 一 和 下 三] ,2 
Xit1 Lo =( -aB) (xl 一 %o j 


10.4 习题 答案 


1， 一 个 正 整 数 能 被 3 整除 当 旧 仅 当 它 的 各 位 数字 之 和 能 被 3 整除 ,于 是 可 通过 如 下 方法 依 
次 写 出 百 位 ,十 位 和 个 位 数字 去 作出 满足 题 意 的 三 位 数 . 

百 位 数字 可 计 1,2,3,4,5,7,8,9 之 一 ,有 8 种 选 法 ;十 位 数字 可 选 0,1,2,3,4,5,7,8,9 之 一 ， 
有 9 种 选 法 . 设 已 选 的 百 位 数字 与 十 位 数字 之 和 除 以 3 的 余数 为 d 若 4d=0, 则 个 位 数字 可 选 
0,3,9; 车 =1, 则 个 位 数字 可 选 2,5,8; 若 d=2, 则 个 位 数 宇 可 选 1,4,7, 因 此 个 位 数字 的 选取 方 
法 有 3 种 . 由 乘法 原理 ,能 被 3 整除 但 又 不 含 数 字 晶 的 三 位 数 有 8 x9x3=216 个 ， 

2. 设 及 种 不 同 的 安排 住宿 的 方法 ,这 些 方法 可 分 成 如 下 两 类 : 

(1) 有 1 个 房间 安排 3 和 人 入住 的 住 乱 方 法 ,有 | 5] xs -4 200 种 ， 

(2) 有 两 个 房 癌 均 安排 2 人 入 住 的 住宿 方法 ,有 | 3] x3 x51-12 600 种， 
由 加 法 上 斋 理 得 六 =4200+12 600=16 800. 

3， 以 4 人 =12 ar+t) 表 未 点 (al +4zy+"… 十 0) ,其 中 

1 ,车 第 了 次 唱 票 时 , 甲 得 标 
| 
则 满足 题 意 的 点 票 过 程 可 用 有 向 折线 4,… 有 4, 表示. 4.(j=1,2,…,a+6) 是 整 点 ， 由 于 在 点 票 
过 程 中 甲 的 得 票 恒 领先 于 乙 , 故 4 的 纵 举 标 大 于 0, 而 和 所 ,1 (j=1,2,…,a +5-1) 与 4 的 模 华 标 
之 差 为 1, 织 至 标 之 盖 为 1 或 -[, 故 44i, 是 一 个 了 了 步 ,从 耐 444 是 由 4(1.1) 到 4oo(a+ 
p,a -8) 且 不 经 过 xy 轴 的 一 条 了 路 ， 于 是 不同 的 点 票 铺 形 的 种 数 等 于 整 点 (1,1) 到 整 点 (e+5， 
g -b) 且 不 经 过 x 轴 的 TT 路 的 条 数 为 

【站 一下) {tamb+l1}! 
ul .bb1 


(es 


(j=1,2,-.… ,2+6b.) 
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4. 设 可 编写 出 入 种 不 同 的 演出 节目 单 . 可 依 如 下 三 个 步骤 去 编写 节目 单 : 
《1) 做 6 个 演唱 节目 的 全 排列 ,有 61=720 种 方法 ; 
《2) 从 和 做 成 的 排列 的 左 贸 . 右 这 受 乒 个 元 形成 的 5 个 空 除 这 了 人 小 位置 中 选 出 4 个 位 置 , 有 


“| -35 种 方法 
(3)- \ 


(3) 把 4 个 舞蹈 节目 故 在 已 选 出 的 4 个 位 置 上 ,每 个 位 置 放 一 个 舞 跟 节目 ,有 41=24 各 
方法 ， 
由 乘法 原理 得 入 =720 x35 x24 =604 800， 


1 
5, (1) D, =7! . (1 + 本 1 - 


二 tt (1) ) 


l 
31 
‘2) 7!1 -DD, 
(3) 7! -Dy -CD 
{3+2+2)1 . 
6, 作 3 只 绿 球 .2 只 红 球 和 2 只 和 白 球 的 全 排列 ,有 7 51 12 种 方法 . 
(41) 从 作成 的 排列 站 证 这 以 及 ?个 元 形 上 钻 的 6 个 空隙 这 8 个 位 置 中 选取 3 个 住 置 , 疹 
8 
[3) =56 种 选取 方法 


{2) 把 3 只 黄 球 放 在 选 出 的 3 个 位 置 上 ,每 个 位 置 放 1 只 黄 球 ,有 1 种 方法 . 

由 对 法 原理 得 入 =210 x56x1=1] 760. 

7. 设 m(m 守 2) 已 取 定 ,以 a, 表示 所 求 的 不 同 的 次 色 方法 数 . au, =mlm 一 1)， 因 为 用 
mi 有 芝 2) 种 颜色 去 涂 1xn(nz3) 的 棋盘 ,使 相 部 格子 异 色 的 涂 色 方法 共有 mt-1)” 种 ,其 
中 首 未 两 格 异 色 的 有 ma, 种 , 首 未 两 格 同色 的 有 上 ,种 ,由 加 法 愿 理 ,有 .+as (=mim-1)" ， 
(nn 之 3)， 
所 以 a = -a +m(m-l}" ,a =(m-1)"+( -1)"(m-1). 


11.5 习题 答案 


1. 任意 两 城市 之 间 最 廉价 线路 及 票 价 为 (箭头 可 递 ): 
Cl—0C2:]1—0—2 ;35 
CIC.T ra, 1—6—4 ;3.45 
Cl—o0C4:1—6—4,1—=3—4 ;35 
Cl :1 O53;25 
Cl—C6:1—6;10 
C2—+C3 .2—3;15 
人 2 一 上 42 一 4 ;20 
C2—05:2—4—5 ;30 
C2—C0.2—+3 ,25 
C3—0C4d :3—4;10 
C3—+0C5:3—5 :3—4—3 ;20 
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53 一 06:3 一 4 一 6335 
C4 一 05 ;4—5 ;10 
C4 一 6 :4 一 :63425 
C5 一 0C615 一 4 一 6435 
2. 利用 程序 求 得 任意 两 点 的 距离 婚 阵 为 


D = 
0 3 10 8 12 20 17 23 
3 0 .1i 5 9 17 14 20 
10 11 0 6 10 18 15 21 
8 5 6 0 12 9 15 
12 9 10 4 8 5 11 
18 15 16 10 0 3 4 
17 14 15 9 5 3 0 6 
22 19 20 14 10 4 6 0 

经 过 的 中 间 点 谍 阵 为 

R = 

1 2 3 2 2 2 六 了 
1 2 4 4 4 4 4 4 
l 4 3 4 4 4 4 4 
2 2 3 4 5 5 5 5 
4 4 4 4 5 7 7 7 
5 5 5 5 5 6 7 8 
5 5 5 5 5 6 7 8 
6 € 6 6 6 6 7 8 


3. vv 到 vs 的 最 短 时 间 路 径 为 5, 路 径 为 1 一 2 一 4 一 7 一 8. 

4. 分 别 用 字母 表示 人 大王 、 狼 负 . 羊 和 和 白菜 性, 用 小 圆圈 表示 顶点 ,字母 表示 河 旦 这 的 各 个 状 
态 ,两 顶点 连 线 当 且 仅 当 两 状态 可 在 规则 允许 下 转移 ， 

人 玉 、 狼 下. 羊 GG 和 和 白菜 C 的 任意 不 同 的 组 合共 有 Cis+C4+C4o+Cr+Cs=16, 其 中 狼 羊 菜 、 
狼 革 .全 菜 不 允许, 从 而 人 、 人 狼 、 人 菜 三 种 情况 也 不 会 出 现 . 因此 共有 10 个 允许 状态 ,起 状态 鸭 
称 关 系 如 下 图 ,0 表示 空 状态 . 


WwWWwW.I-nobel.comybbs 


.350 。 将 草 习 通 音 宗 


一 一 “1 


问题 归 缩 为 求 顶 点 天 古 6C 到 顶点 中 的 最 短路 ,将 图 改 画 为 下 面 形 式 : 


Ce Pe 


* FWmo 
显然 有 两 种 过 河 方案 , 且 等 优 . 如 先 将 羊 运 到 对 岸 ,再 将 狼 运 到 对 岸 ,同时 将 羊 带 加 原 处 ,将 
白菜 运 到 对 岸 ,最 后 将 半 送 到 对 岸 


12.5 可 题 营 案 


1， 当 每 个 人 将 手中 的 对 子 都 执 出 来 后 , 谁 手中 的 牌 多 ,“ 乌 将” 就 在 谁 手 中 . 

2， ed .bfce 分 别 在 一 组 ， 

3. 根 手 定理 4(31) 的 结论 可 以 把 男士 和 文士 正好 分 成 吕 对 ,使 每 一 对 轨 女 都 向 此 认识 ， 

4. 用 原料 xi 生产 产品 Ya; 用 原料 x 生产 产品 入 ;用 原料 sx 生产 产品 Y;; 用 原料 x 生产 产 
品 六 ， 

s.， 四 种 不 同 规 格 的 产品 在 四 种 不 同性 能 的 机 床上 同时 加 工 , 使 总 时 间 最 短 , 此 问题 属于 匹 
配 问 题 ,1 号 产品 在 1 号 机 床上 加 工 ,2 续 产 前 在 2 号 机 床上 加 工 ,3 号 产品 在 3 号 机 床上 加工 ,4 
续 产 品 在 4 号 机 床上 上 加工, 最 短 时 间 为 51 个 工时 ， 

6， 第 3 辐 车 到 地 点 1 ,第 4 辆 车 到 地 点 2, 第 5 辆 车 到 地 点 3, 第 6 辆 车 到 地 点 5, 第 7 辆 车 到 
地 点 站， 


13.4 习题 答案 


.该 图 为 欧 拉 图 ,直接 求 欧 拉 这 加 为 :1 一 2 一 3 一 4 王 5 一 67 一 3 于 6 一 4 一 2 一 5 一 1. 


es 


2. 该 图 有 4 个 育 次 顶点 ,添加 重复 边 如 图 : 
欧 拉 冲 回 为 :一 一 2 一 了 一 4 一 站 一 车 ] 一 2 一 :5 一 6 一 4 一 5 一 1 ,说 回 长 度 为 37, 
3. 最 佳 哈 密 尔 顿 回路 为 1 一 3 一 4 一 5 一 2 一 1 , 权 为 167. 
4 四 个 工件 需要 在 同一 台 机 器 上 一 同时 加 工 ,属于 行 裔 恬 问 题 . 结 打 是 :点 一 了 一 了 一 (C， 
14.4 习题 答案 
lI. valf = 12. 
2. 该 网 络 的 运输 能 力 能 满 挟 这 一 要 求 ， 车 间 刀 | 生产 数 15, 车 间 DD, 生产 数 11 最 为 惟 当 . 
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3 丰 下 在 满足 要 求 的 载 法 ， 当 飞机 容量 分 别 为 7.7.6.4 4 时 ,存在 满足 题 E 
同一 关 型 的 设备 不 会 有 两 台 在 同一 架 飞机 上 上. 
4 有 有 两 种 方案 ， 王 二 : 钢 本 ; 张 三 : 小 提 和 本 {大 提 压 ]; 李 四 :大 提琴 (小 提 季 
该 问题 转化 为 最 去 流 间 题 如 下 ; 
2 三 4 他 别 表示 王 三 , 张 三 ,地 四 , 赵 五 ， 
(=1 .23 人 4) 分 列表 示 小 提琴 .大 提 酚 .钢琴 .吉他 . 
增加 着 点 5v, 设 每 条 弧 容 量 为 1, 如 下 图 : 


5， 最 小 费用 流 为 20. 
0. (1) 1,243;4 月 生产 部 件数 分 别 为 10,4,10,0: 
(2) 1 243, 和 4 月 夺 产 部 件数 仓 别 为 9,4.9.2. 


1. 解答 :(1) meari(x) =80 .i000 sate 


jd 
5 
| 
由 a 
| 
| 
CE 
吧 间 
HH 
je 
Te 
| 
LT 
| 


SKEWwHIeESSs(X) = 一 站 .46582. kurtose!i 


直方 图 为 


0 55 的 的 70 75 多 生 0 5 100 
(2) normplotl(“) 


(3) | muhat ,sigmahat ,mici ,sigmacil| - normfit(x) 
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Progabildy 


Data 
muhat =80 .1000 sigmahat = 9.7106 muci ={77.591]5, 82.6085| 
sigmaci = |8.2310,11.8436| 


2. 解答 :Tmuhat ,sigmahat ,muci,sigmaci | =normfit(x,0 .1) 
muhat =35 .2500 siaqmahat =7.2378 muci =[31.4977 39.0023| 
sigmaci =|5S.4119 ,11 .2233 | 
所 以 发 现 者 当时 的 平均 年 龄 的 置信 水 平 为 号 络 的 单 仙 置信 上 限 为 39. 002 3， 
3， 和解 上 党 .mean(x) =21.6429 std{x} =0.7277 
Ih,sig,ci| = ztest{(x,21.6429,0 .7727,0.05.,0) 
h=0 S19 09999 ci=|[21.0704 22 .2153 | 
检验 结果 :布尔 变量 h=0, 表 示 和 不 拒绝 零 假 设 - 说明 提 出 的 假设 均值 41.64239 各 合理 的 ， 
95 弦 的 置信 泛 间 为 [21.0704 22.2153] 
4. 解答 :作假 设 :mean =72, 不 如 其 方 闭 , 旗 用 以 下 命 念 检验 
[h,sig,ci|] =ttest{x,72) 
返回 :h=1l gig =0.0366 ci=[63.1585 71.6415| 
检验 结果 :布尔 变量 h=1, 表 示 拒 绝 零 假设 , 说 明 中 毒 者 种 正常 人 的 脉搏 有 显著 差异 . 
5. 解答 :normplot(Xx) 
fmuhat ,sigmahat ,muci,sigmaci| =normfitt(x) 
mihat =62.4000 sigmahat =11.0373 muci =[54.5044, 70.2956 |] 
sigmaci =[7 5919, 20.1498 j 
6. 解答 .mean(x) =15.0500 mean{y) =15 
[h,sig,ci!: =ttest2(x,Y) 
hnh=0 sig=0.5956 ci =[ -0.1465,0 .2465 | 
由 于 =0, 服 从 相间 的 正 态 分 布 ， 
7. 解答 :{1}) normplot{(x) normplot(vy) 
[hsigci|=ttest{x,115) 
h=0 3ig =Q .8642 ci=[113.3388 116.9612 | 说 明 1 月 可 以 认为 是 115 
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Mnrmrmil Probabuity Piot 


Prebebity 


美 分 ; 
[h,sig,ci| =ttest{y,115) 
hn-1 sig=1.3241e-006 ci=[119,0129 122.4871] 说 明 2 月 不 能 认为 是 
115 羔 分 . 


(2) [muhat,sigmahat ,muci,sigmaci|] =normfit{x) 


muhat =115.1500 muci =[E113.3388, 116.9612 | 
[muhat ,sigmahat ,muci,sigmaci | =normfit(y) 
muhat =120 .7500 muci =[119.0129, 122 .4871] 
(3) z =x-Y 
[muhat,sigmahat ,muci,sigmacil = normfit(z) 
muhat = -5.6000 muci =[ -8.1607, -3.0393|] 
16.4 习题 符 案 
1， 解 管 :程序 


x=|{ 2025 3035 40 45 50 55 60 65]; 
X=-[ones(i0,1) x]; 
Y-[13.2 15.1 16.4 17.1 17.9 18.7 19.6 21.2 22.5 24.3]; 
[bbint,r,rint,stats| =regress(Y,X); 
bbint,estats 
结果 :b=9.1212 0 .2230 

pint =8.0211 10.2214 

0 .1985 0 .24765 

gtats =0.9821 439.8311 0.0000 
回归 方程 :y =9.,121 2 +0.223 Ox 
polytool(x ,¥ ,1) 
当 xx =42 和 时 的 预测 仁和 区间 :18.488 3 ++1.168 1 
2. 解 营 :程序 
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354 ， 公章 习题 次 案 


wl 2 4 6 8 10 12 14 1 18 20 |]; 
y=[0.6 2.04.4 7.5 11.817.1 23.3 31.2 39.6 49.7 61.7]: 
[p,S] =polyfit(x,y,2) 
辕 果 :p=0.1403 0 1971 1 .0105 
S=R:[3x3 double| 
df:8 
normr: 1 .1097 
Y 关于 可 坐标 x 的 二 次 多 项 式 回 归 方 程 :y=0.140 3x” +0.197 lx +1.0105 
3. 解答 : 先 建 立 非 线性 函数 Vvolum.m 文件 : 
function yhat =svolum{beta,x) 
yhat =betatli) +beta(2}* log(x): 
主 程序 如 下 : 
X=|2 3 4 5 了 9 12 14 17 21 28 56]: 
y=[35 42 47 53 59 65 E68 73 76 B82 86 991; 
beta0 = [11]; 


[beta,r,IT)] =niinfit(x ,y', volum ,beta0) 
beta 
结果 为 :beta =21 .005 0 19.528 8. 
养护 日 期 x{ 日 ) 及 抗 压 强度 y(kg/cm ) 的 癌 归 方程 :y =21.005 0 +19.528 8 In(x) 
4. 解答 : 先 建 立 非 线性 函数 Volum2 .m 文 忻 : 
function yhat =volum( beta,x) 
yhat =[ baeta(tl) .wx(2) -x(3)./beta{(s})|./{1l +beta(2}).*x(1) +beta(3).#x 
(2) +beta{4d4).* x(3)1,; 
主 程序 如 下 : 
xl =[479 285 470 470 470 100 100 470 100 100 100 285 285 ]; 
x2 =[300 80 300 80 80 190 80 190 300 300 80 300 130], 
x3 =[l10 10 120 120 10 10 65 65 54 120 120 10 120]; 
X=[xl x2' x3']: 
y=[8.5500 3 .11900 4.8200 0 .O200 2.1S00 14 .39300 
2 .5400 
4 .3500 13 .0000 8.5000 0 .0500 11 .3200 3.1300 ] ; 
beta0 =[1,0.05,.0.02,0.1,21， 
[beta 可 |] =nlinfit(X,y, volum? ,betad ); 
DeEta 
结果 为 :beta= 1.0434 -0.0095 -0.0162 0.0404 2.017 8 
5. 解 管 ; 下 面 通 守 各 变量 的 数 点 图 来 看 它们 的 关系 : 
(1) 分 析 NN 与 产量 的 关系 : 
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16.4 习 融 次 康 ss 


Nl =|0 过 B7 101 135 202 259 3 404 471 |; 

¥1 =[15.1800 21.3500 25 .7200 32 .2900 34.0300 39 .4500 
43.1500 43 .4600 40 .8300 30.7500]; 

Plot(N1,Yl, +) 

N2 =[0 28 56 $4 1 1 158 224 280 336 392 ] ; 

Yl2 ll110200 12.7000 14 .56009 16.2700 17 .7500 22 .5900 
21.6300 19.3400 16.1200 14.1100 1; 

plot(N2,Y12, +) 


45 
二 上 
33 
30 
i 


20 


0 s0 100 150 200 250 300 350 400 458 500 


0 0 I00 CC 130 220 300 50 400 


结 拓 :两 种 植物 生产 中 ;,N 与 产量 都 有 上 先 增 加 后 减少 的 趋势 ,不 能 有 太 多 的 N. 
《2 分 析 了 与 产量 的 关系 : 
Pl =[0 24 49 73 98 a? 196 245 294 342 ] ; 
Y2 =10 47 93 140 185 279 372 465 558 651 ] ; 
pliot{(Pi,Y2,*') 
P2=[0 49 98 147 196 294 391 489 SB7 e685 1; 
Y22 =[ 6.3900 9 .4800 12.4600 14.3300 17 .1000 21 .9400 
22 .6400 21 .3400 22 .0700 24.53001， 
Plot({P2,Y22, *') 
结果 :土豆 生产 中 ,P 与 产量 有 线性 关系 . 而 生菜 生产 中 ,P 与 产量 有 非 线 性 关系 , 但 是 它 们 
的 产量 总 的 趋势 走 随 PP 增加 而 增加 . 
(3) 分 析 必 与 产量 的 关系 : 
Kl ={ 0 4 933 140 186 279 372 465 558 651]， 
Y3 =[18.9800 27.3500 34.8600 38.5200 38.4400 37.7300 
38 .4300 43 .8700 42 .7700 46.2200|]; 
ploOt(R1 ,Y3, *') 
K2 =[0 47 93 140 186 279 372 465 558 651]; 
Y32 =[15.7500 16.7600 158.8900 16.2400 17 .5600 19 .2000 
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:336 ， 匠 草 习 型 洛 宁 


0 $0 100 130 200 2 人 300 330 只 100 200 300 400 S30 0 700 


17.9700 15.8400 20.1100 19.4000 |]; 
Dlot(KR2,Y32,#) 


20.3 


0 i00 200 300 400 sO0 Po 00 从 100 2 3040 400 300 600 700 


结果 :土豆 生产 中 ,K 与 产量 有 非 线 性 关系 ,产量 总 的 趋势 是 随 民 增加 而 增加 .而 生菜 生产 
中 ,K 与 产量 几乎 没有 确定 的 函数 关系 ， 


17.5 习题 和 巷 案 


1. 镶 产 生 零 件 各 的 长 度 
r=rand (10}. 


| 
for 1 =1 :10 
if Ox<r(ijer(ti) <0.07 


ii) 
elseif O.07 < =rti)jgr(i}<0.26 
y(i)=6; 
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elaeif 0.26 < =r(ti)gErti) <0Q.64 
y(i)=7; 
elseif 0.64< =r{i)})&r(ti) <0.89 
y(ti)=8; 
else 
y(i) =9; 
合 nd 
bl 


第 产生 零件 BB 的 长 度 y1 
rl =rand(1io}; 


Y1 =1]; 
for 1 =1.10 
if QO <rl(i}gri(ti)<0.23 
y(ti) =14; 
elseif OO.23 < =r1l(i}ykri(i)<0.64 
y(i) =15; 
elseif O.64 < =rl{i)&ri(i) <0.91 
yl1(i) =16; 
总 二 马扎 
Yl(i)=17; 
总 了 
= 


vy2 =(sum(y) + sum(yl1))A0 


其 中 一 次 模 氢 结果 ;y, = 18. 
2. 各 产生 单 件 成 本 了 


r = rand; 

1f oO <r&gr<0 .us 
Y = /7 

局 二 号 全 1 日 .05 < =r&k Yi<D .2 
Y = 吕 

elselilf O.2< =rI&r<D.4 
Y =9. 

elselif 0.4 < =rI&gr <0 7 
ves 

elseif O.7 < =r&r<0 .95 
Vells 


1se 


第 计算 零件 己 的 平均 长 度 y2 


* 357 。 
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”358 ， 将 理 习题 省 有 对 


N=450:10:950; 名 订购 数 
li=zeros(t51,1): 名利 润 
k=zerocos(51,1)}: 名 记录 最 太 的 单价 


tae 7 1501 


各 产生 定价 为 19 的 销量 xl 
上 = rand: 
if O<rgr<0 .95 
x1 =500,， 
elseif 0 .0 < =rI&r<0.2 


XT =600. 
Selif .2 < =rtr<0 ,6 
x1 =700; 


elseif .6 < =rtiar<0 .85 


Xl1] =800 
lsc 
xl1] =900; 


= 
多 产生 定价 为 20 的 销量 x2 
r = IrIAnNd: 
if 0O<r&g&r<0 .1 
Xa S000s 
Cleseif0.l < =Ir&r<0 .3 
KZ = 000, 
elseift 0.3< =I&r<0.6 
x Ue 
elsSelf OO.6 < =r&r<0.9 
x2 =800; 
全 总 所 
x2 =900; 
已 局 
各 产生 定价 为 21 的 销量 x3 
r = rand; 


1 六 工 让 王立 站 .2 
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Xd =500; 
elSseif 0.2< =r&Ir< 人 0 .Ss 
XX3 =&0D. 
ElSelf 0O.S< =r&r<0.85 
X3 = 17000. 
lelf 0.8B5 < =rgr<0 .95 
X3 =800; 
1se 
xX3 =900; 


局 和 0 避 


当 定价 jia 
jia=|193,20,211]: 
当 利润 lir 
1ir=1i0,0,0]: 


if Nii} >XL 
lir{t1) =jia(tl) *xl +{N(i)—- x1)}*5 -N(i)*y; 
alae 
lirt1) =jia(t1l)* N(i) _N(i}*y:; 
会 并 器 
if N(i)» Xx2 
lir(2)=jia(t2)*x2 +(N(i) -x2)*5 -NC(i)*Yy: 
] Se 
1ir{t2) =jia(2)*N(i)-N{i}xyv: 
end 
if N{i) »x3 
1irt3) =jiat3) * x3 + (NCiY -x3} 市 5 一 二 人) 本 下 | 
全 上 马扎 
lir(3) =jia(3} *N(1i) —_N(i}*y; 
1d 
Wl 
i 


1i(i) =max(lir)}); 


for 了 = 二 :3 
if Iirtj) ==1i({i) 
k(ti) =j; 名 记录 最 大 
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+ 360 . 芭 章 习 著 阁 案 
| 
牟 开 刁 
= 


lirurn =max(1i} # 最 大 利润 


far 工 = :51 
if 17 ==1irun 
m= 工 ; 多 点 . 记 有 了 对 最 大 值 


三 卫 甩 


$ 此 时 的 定价 
if Km ==1 
1] 3 
elseif k(tm) == 
20 
它 ] 已 
21 
= 
dinggou =450 +10# 芍 各 此 时 的 订购 数 


其 中 一 次 模拟 的 部 分 结果 : 


=4D0 

ans = 4760 7560 7760( 最 大 ) 
nh = 40 

Ns = 21 

dinggou = 名 0 


3. 方案 1 程序 如 下 : 
money = [0,0,0,01]: 
Ss =0; 
for i =1:4 镶 四 只 电子 营 
r=unifrnd(1000,2000)， 
七 =r; 
while 七 < =10000 名 模拟 的 电子 管 的 总 时 间 为 10000 小 时 
money(i) =money(i) +30; 
=unifrnada(tl1000,.2000); 


Cs 
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En 

end 
Ss = Sum( money) 

其 中 一 次 模拟 结果 :8 =750 

方案 2 程序 如 于 : 

moOnNney = 局 | 

rr=Umifrnafloo0 ,2000 

t =r; 

while t<=10000 各 模拟 的 电子 管 的 总 时 间 为 10000 小 时 
money -money +200; 
r=-unifrnd(1000,2000)， 
a 下 了 

nn 

money 

鞭 中 一 次 模拟 结果 :money =1200 

上 述 结 果 表 明 方 案 1 较 优 ， 

4. 程序 如 下 : 

jia=[0.03,0.05,0.02]; 名 定价 jia 

N=150:2:300; 订购 根 纸 数量 

lJir=zeros(76,1); 下 总 站 入 

for 工 二 村 37 


名 产生 销售 重 
r = rand 
if OA<rtr<D .1 
vy =200， 
elseif 0O,] < =r&ir<0.3 
Y =210; 
elseif OO. < = &r<0 .7 
Y =220; 
elseif O.7 < -I&IIr<0.85 
Y 二 人 2 了 3 ，; 
elseif 0.85 < =r& 人 <0 ,95 
Y'=240， 
1 se 
Y 一 之 9 
全 也 局 


if NCi)>Y 
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。 362 。 各 人 章 习 题 次 宗 


一 io st ee det 


lirti)} =jia(t2) *Yy +(N(i) — vy) # jiat3) -Nt(i)}* Jiatl); 
三 基 也 = 二 
1ir(i)=jia(2) * N(i) -N(i)* jia(l); 
全 局 志 
号 可 总 
二 
lirun =max(1lir) 名 厄 太 利润 
tor 1 =1:76 


if Tir{1) = 1irun 
I 千 总 记录 最 太 值 
它 攻 习 
end 


mm 


AdAINgIOU =150 +2 二 本 gs 此 时 的 订购 报纸 量 


部 分 模拟 结 打 ; 

1 专 4 .400 
m = 49 
dinggswu = 248 


I8.6 习题 答案 


1. MATILAB 程序 如 下 : 

T=[68 68 87 87 106 106 140 140); 

P=le+03*[9.7981 13,321 9.0078 13.355 9.7918 14.277 9.6563 12.463 |; 

R=[0.0848 0 .0897 0 .0762 0 .0807 0 .0696 0 .0753 0.0611 0.0651 |; 

CcT =68:0.5.140.; 

cP=le+03w*9.0078 :0 .05 :1e +103*14.277; 

cK =griddata{(T,P,K,99 ,le +03 *10.3, cubic’') 和 3 次 插值 

cKA -qriqddata{T,PRK,99 ,1e+03w*10.3, linear ) 名 和 找 性 插 竹 

计算 结果 :利用 3 次 插值 得 到 的 导热 系数 为 eK =0.072 4, 利 用 鲁 性 插值 得 到 的 导热 系数 为 
eKA =0.072 9. 

2. MATLAB 程序 如 下 : 

x-[129140 103.5 88 185.5 195 105 .5 1457.5 107.577 81 162 162 117.51; 

y=[7,5 141 .5 23 147 22 .5 137 .5 85.5 -6.5 -81.356,.5 -66.584 -33.5]; 

z=[ -4 -8 -6 -8 -6 -8 -8 -9 -9 -8 -8 -9 -4 -9]; 

Us 

CYy -70:0.5 :i150U; 


cz =griddata(l(x,y,Z,cx,Cy ， cubic ),; 
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18.6 习题 加 军 - 363 -。 


MESNZ( CX CY C2) ,TOLaGd 

“jabel( XX )} ylabelt ¥'),21abelt('T') 

tt Eause 

figure(2).contaur(ex, ey, cs,[ =5 -$1)agrid 
ngaold sn 

Elob(xy, +) 

xlabel( 其 了 ,vlabel('Yy’ ) 

计 靳 结果 如 图 ; 


3. MATLAB 程序 籽 下 : 
KK=Ei0 .95910.: 
3 = 4 一 重 嘲 本。 了 二 与 于 江 二 村 ， 
23 =rIand( Sizely3)); 
| RAND{ SIZE(AN }ias the same size as A: 
Vy3 =Yy3 二 下 了 
A3 ~polyfit(x, yy3.,3) 
2 = 其。 可" 王 丰 吾 其 水 三， 
22 三 Pand( siveE(l(yZ)): 
YY SYy2 4 De: 
A2 =nolyEit(R Vy2 .2) 
VY =3 半 训 和 一 六 。 了 一 下 项。 和 2 5D 区 一 3: 
24 = rand(size(yd)). 
yyd =v4 + 24; 
hd =polyEfit(X, vyd,4) 
计算 结果 :A3 = 日 ,9974 -5.9532 4 76543 -2 .0985 
说 明 利用 3 次 多 项 式 拟人 宫 常 数 项 差异 较 太 ， 
A = .D1 4 = 二 ,1521 了 和 
说 明 利 用 2 次 多 项 式 拟人 常数 项 差异 较 大 
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，364 。 将 章 习 荐 省 妥 


A4 =2 .9993 -0.9801 _65.1856 5 .6450 -3.1509 
说 明 利 用 4 次 多 项 式 氢 合 一 次 项 差 主 较 大 ， 
4. MATLAB 程序 如 下 : 
function £f =dianya(lx,t)} 
f=10-(10 -x(1)) *exp( -tA(2)) 车 x{1) =VOXxX(2)=7 
主 程序 为 : 
t=[0.51234579|]; 
V-[6.36 6.48 7.26 8.22 8.66 8.99 9.43 9.63]; 
x0 =[0.2,0.05 |]; 
x=1sgcurveftit( dianya ,x0,t,V) x(tl) 人 代表 V0O,x(t2) 代 表 工 
f =dianyalx,t) 
计算 结果 :x =5.5577 ”3.5002 , 即 初始 电压 为 fe =5.557 7 ,充电 常数 为 7=3.500 2. 
5， MATLAB 程序 如 下 : 
x=[012479]; 
f=[01.53.96.611.715.6)j; 
A=polyfit(x,f,1) 
z =polyval(A,x):; 
plot(x,f, K+t',x,z,r') 刍 作 出 数据 点 和 拟 合 曲线 的 图 形 
计算 结果 :2 =1.7085 0 .0008,， 即 玉 =1.708 Sr ,说 明 当 xs<s9 时 , 太 致 服从 胡 克 
定律 . 当 x 宇 9 后 可 以 用 如 下 二 次 函数 来 表示 : 
A=-0.0592 2 .3265 -0.9803 , 即 下 = -0.059 2x +2.326 Sr -0.980 3. 
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